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摘要: 从矩阵形式的线性系统出发, 构造了 Kersten-Krasil’shchik 耦合 KdV-mKdV 方程的达布变

换和相应的贝克隆变换, 并由一对达布-贝克隆变换的相容性得到了非线性叠加公式. 
关键词: Kersten-Krasil’shchik 耦合 KdV-mKdV 方程; 达布变换; 贝克隆变换; 非线性叠加公式 
中图分类号: O175 文献标志码: A 文章编号: 1001-5132（2021）03-0030-05 

Korteweg-de Vries(KdV)方程是孤立子理论中

非常重要的方程. 它有 1N  [1]和 2N  [2]超对称形

式, 当中 2, 1N a  超对称 KdV 方程为[2-6]: 
2

1 23( ) 3 ,t xxx x xDD          (1) 
其 中 , / ( / ), ( 1,2)i iiD x i       为 超 导 数 ; 

1 2( , , , )x t    是依赖于时间变量 t 、空间变量 x
及 Grassmann 奇变量 1 与 2 的玻色函数. 设   

2v   , 其中, 1( , , ),x t   1( , , )v v x t  分别是

费米函数和玻色函数, 式(1)可改写为 1N  的超对

称形式: 

 33 ( ) ,t xx x
v v v D v     

 23 ( ) 3( ) 3 ,t xx x x
v Dv D v          (2) 

其中 , 1D D . 令 1 ( , )u x t  , ( , )v w x t , 式(2)
退化为经典方程: 

3( 3 ) ,t xx xw w wu w     
2 2( 3 3 3 ) .t xx xx xu u ww u w u      (3) 

当 0w  时, 式(3)约化为 KdV 方程 (t xxu u    
23 ) ;xu  当 0u  时, 式(3)约化为 23t xxx xw w w w  

和 ( ) 0xx xww  , 前者是 mKdV 方程. 因此, 人们将

方程(3)称为 Kersten-Krasil’shchik 耦合 KdV-mKdV
方程 [7]. 此外, 令 2i , (i 1),xw u       式(3)还

可约化为 3 阶 Burgers 方程 3( 3 )t xx x x       . 
耦合 KdV-mKdV 方程(3)的很多性质已被研究. 

Kersten 和 Krasil’shchik 证明该方程完全可积性, 即

存在递推算子和无穷多对称[7]. 随后, Kalkanli 等[8]

证明它具有 Painlevé 性质和 Lax 对, Hon 等[9]获得

了它的孤子解和双周期波解, Qin 等[10]得到了它的

双线性形式并给出了 N-孤子解. 最近, Rui 等[11]构

造了它的拟周期解, Qasim 等[12]得到了近似解. 但

据我们所知, 它的达布变换和贝克隆变换尚未被

研究. 
达布变换在孤立子理论和可积系统的研究中

起着至关重要的作用, 其可以有效地构造出非线

性系统不同形式的精确解[13-14]. 由达布变换可推

导出贝克隆变换, 即从一个已知解出发对贝克隆

变换积分求得新解. 依据 Bianchi 的可交换性定理, 
由贝克隆变换可以生成非线性叠加公式, 从而只

需通过微分和代数计算便可以求出新解[15]. 本文

将从耦合 KdV-mKdV 方程的矩阵形式的线性问题

出发, 作规范变换推导达布变换和相应的贝克隆

变换, 进而构造非线性叠加公式, 从而为进一步研

究式(3)的解和构造式(1)的达布变换和非线性叠加

公式提供理论基础. 

1 达布变换 

方 便 起 见 , 引 入 变 量  和  使 得 i ,xw   
.xu    由式(3)得到势 KdV-mKdV 方程: 

33 ,t xxx x x x         
2 23 .3 3t xxx x xxx x x x            (4) 

由式(2)的 Lax 对[6]可以得到式(4)的 Lax 对: 
0,x x ff g    
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,0x x xx x xf g gg        
3 3 3t xx xx xxx xx xg g f g f        

23 3 3 0,xx x xx xg g g      
3 3 3t xx xx xxx xx xf f g f g        

23 3 3 0,xx x xx xf f f      (5) 
其中 ,  为谱参数 . 引入变量 h 使得 x xh g   

,x xf  并令  T, , ,f g h 式(5)可改写为矩阵形式: 
,x  M   

2

0
0 1 ,

0

x

x x x

 


  

 
   
  

M  

,t  N   
3 3i 21

3 x x x x xxx x xx

xx x x xx x xx x x

       

         

  

     
 
         
 




  

N

3 3

3 2 2

i 2

1
3

x x x x xxx x xx

xx x x xx x xx x x

       

         

  

     
 
         
 

  

 → 

←3 2 2 2 ,

x x x x xxx x xx

xx x x xx x xx x x

       

         

  

     
 
         
 


  

 (6) 

其中, 
3 2 3 ,2x xx xxx x x x              
3 2 ,2

3 x x x xx xx           

4 2 2
x x xx x x x x xxx               

2 22 .xx xx x xxx       
可以验证式(6)的相容性条件, 即零曲率方程 

t x =   0M N MN NM , 
等价于式(3). 注意到, 通过规范变换[13]: 

1
2
3

0 0
0 1 0
1

,
3 0

x

u
e


 

  
  

   

式(6)等价于文献[10]给出的 Lax 对. 
接下来, 构造线性系统(6)的达布变换. 假设

存在一个规范变换: 
, T   (7) 

使得  满足: 
, ,x t        M N  (8) 

其中, 矩阵 M 与 N 是将矩阵 M 与 N 中的场 、
分别用新场、来替代. 则由式(6)、(7)与(8)的相

容性条件, 得到 
,x t   0 0 T TM MT = T TN NT =  (9) 

假 设待 定矩 阵 T 关 于  是 一次 的 , 即 T =  
,H +G  其中, H 和G 是与  无关的 3 3 矩阵, 

并且将 M 改写为: 
, M U V  

1 0 0
0 0 ,

0
1
0x

 
 

 

 


U  

2

0 0
0 0 1 .
0 0

x

x x



 

 
   
  

V  

比较式(9)第 1 个式子中 的各次幂系数, 得到

矩阵方程:  
2( ) :O   0HU UH = , 

( ) : xO       0 H HV GU UG VH , 
0( ) : .xO     0G GV VG  (10) 

由式(10)可得: 

21 22

33 33

0
0 ,

x x x

c s
h h
h sc h  

 
   
    

H  

11 12

21 22 33 22

21, 32 22 33 22

,
( )x x

g g s
g g h h
g g g h h

 
   
    

G  

其中, c 、 s、 ijh 和 ijg 是待定函数, 且满足以下超

定方程: 

33, 0,xh   (11) 

12 33 22( ) ,x xg s h h       (12) 

32 22, 33 22 33 22( ) ( )x xxg g h h h h       
2( ,)x x    (13) 

11, 21 0,x xg g    (14) 
2

21 21,( ) 0,x x xxg g     (15) 

21+ 0,x x xc s h    (16) 

22 0,x x xs c h     (17) 

21, 22 0,x x xh c h     (18) 

22,)( 0,x xs h     (19) 
 22 33 22 11 33( ) ( + +xx xx xg h h g hc         

2
21 21) ( ) 0,xx xhg      (20) 
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2
33 22 21 22, 32( )( ) 0,x x x xh h g g g         (21) 

32, 21, 22 33,
2

22,( )(x xx x x xg g g h h       

22
2) ( ) 0,x x xg      (22) 

2
33 32 33( ) ( ) (x x x x x xs gc h h           

2
12 22) ( ) 0.x x x xg h         (23) 

由式(11)知 33h 为常数. 不失一般性, 取 33 1.h    
为得到简洁的达布矩阵, 取式(15)的特解, 即

21 0.g   再由式(14)可得 11 1,g k  其中, 1k 是积分

常数. 
将式(16)和式(19)相加, 式(17)和式(18)相减, 

分别得到: 

21 22( ) ( ) 0,x xs h h c     

22 21( )( ) ( ) 0,x x xh c s h       
取其特解: 

21 22, .h s h c   
此时式(16)和式(17)可分别化为: 

( ) , ( ) .x xx xc s s c         (24) 
引入辅助变量 r , 使得 

ln(= + ),r   (25) 
并取式(24)的特解: 

1 1

, .
2 2

c sr r r r  
   (26) 

下面将 r 和其他未知变量用线性系统(6)的解

来表示. 取  T

1 1 11 , ,f g h 是线性系统(6)当 1 
时的解. 特别地, 由式(6)的第 1 个矩阵方程得: 

1, 1 1 1 ,x xgf f     

1, 1 1 1,xg g h   
2

1 11, 1( ) .x x xxh f g      (27) 
由附加条件

1
|   0T 得到以下方程: 

1 1 1 1 12 1 1) ,( ( ) 0k c f s g g sh       (28) 

1 1 22 1 1 1( ) (1 ,) 0sf g c g c h       (29) 

1 1 1 32 1( ) ( )x x xf s g gc           

1 22 22, 1( + ) 0.xg h h    (30) 
先求解式(28).  
将式(12)整理为:  

12 (1 ) .xxg rc
r

     

为了从式(28)中求出 ,r  拟设 1 1( , ).r r f g  利

用式(27)的前 2 个式子, 12g 的表达式可改写为: 

12 1 1 1
1

(1 ) 1 ( )x x
r

r f
g c f g  

 
   

 

1 1 1
1

( )r g h
g











. (31) 

将式(31)代入式(28), 并比较 x 和 1h 的系数, 
分别得到以下方程: 

1

1

(1 ) 0,rc
f

g
r
 

    
 

1

1

0.rg s
gr

 
   

 (32) 

式(32)的解为: 

1 1 2

1 1 2

,
g f k
g f k

r

 




 (33) 

其中, 2k 是积分常数. 将式(33)代入式(28), 可得

1 1.k    
然后, 求解式(29)和式(30), 分别得到: 

1 1 2 1 1 2
22 1

1 1 2 1 1 2

2 ( )
,

)
2

( )(
h k f k

g
f k f k
g
g g




 
 

   
 (34) 

1 1 1
32 22

1 1

( ) (x x x
f h

g c g c
g g


       

1 1) .xs     (35) 

利用式(25)、(26)、(33)和(34), 比较式(13)和式

(35)可得: 

  1 1 2 1 1 2(ln )( ) .x x xx
f g k f g k        

最后, 由式(20)可得 2 0.k   可以验证式(21)~ 
(23)成立, 式(9)的第 2 个矩阵方程也成立. 我们将

结果整理为以下定理. 
定理 1 设  T

1 1 11 , ,f g h 是线性系统(6)当   

1 时的解, 定义 

1 1

1 1

ln ,
g f

r r
g f

 


  


 , (36) 

 2 2
1 1, ln( )

x
f g       , (37) 

1

0
0

2 1

c s
s c
ab b


 

 
    
    

T  

1

1

1 1

0 (1 ) 1 ,
0 ( 2 )

s s
c c
b b




   

   
     
     

 (38) 

其中, 
2

2
1,
r

rc 
  
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2

2
1,
r

rs 
  

1,
1

ra
r





 

1(2 ,)xb cs       

1 ,
1

2
xa

c
 







  

则式(7)满足式(8). 其中, T 是达布矩阵. 
需要说明的是, 为了给下一节做铺垫, 式(38)

中的达布矩阵 T 已经用辅助变量 r 和  来表示, 
即线性系统(6)的解以及 . 下面我们用场变量 、

 、、来表示达布矩阵T . 利用式(36)和式(37), 
把辅助变量 r 和  改写成: 

exp( ),r     
= ,    (39) 

将其代入(38), 从而有 1= ( ; , , , )    T T , 此时式(9)
的第 1 个矩阵方程等价于耦合 KdV-mKdV 方程空

间部分的贝克隆变换: 
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  


 (40) 

同理, 由式(9)的第 2 个矩阵方程可得耦合

KdV- mKdV 方程时间部分的贝克隆变换: 
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2 非线性叠加公式 

贝克隆变换式(40)和(41)建立了势耦合 KdV- 
mKdV 方程(4)的新解 ( , )  与旧解 ( , )  之间的联

系. 从一个已知解出发, 对贝克隆变换进行积分一

次就可以得到新解, 但构造大量的新解有一定困

难. 由达布-贝克隆变换的可交换性可获得非线性

叠加公式, 利用它只需通过微分和代数运算便可

以得到新解[14]. 
利用达布变换(7)以及式(38)和式(39), 我们考

虑一对达布变换: 

1 2, ,     T T  (42) 
其 中 , 1 1 2 2

ˆˆ( ; , , , ), ( ; , , , ).          T T T T  根

据 Bianchi 可交换性定理, 即式(42)的相容性条件
ˆ ˆ   且 ˆˆ ˆˆ= , =     , 可得: 

1 2 2 1
ˆ  TT T T , (43) 

其中, 1 1 2 2
ˆ ˆˆ ˆˆˆ ˆ( ; , , , ), ( .; , , , )T              T T T

 
由式

(43)得到非线性叠加公式: 
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 (44) 

其中, 
ex ,p( ),r           

ˆ exp( ˆ ˆ ,, ˆ)r        
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2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ˆ( 1) ( 1)xA r r r r rr r r            
21ˆ( ) .r r    

因此, 对于给定方程(4)的 3 组解 ( , )  、( , ) 
和 ˆˆ( , )  , 利用式(44)便可以得到新解. 
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Darboux-Bäcklund transformation for the Kersten-Krasil’shchik 
coupled KdV-mKdV system 

GAO Peng, XUE Lingling* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China )  

Abstract: Starting from the matrix linear system, a Darboux transformation and the related Bäcklund 
transformation for the Kersten-Krasil’shchik coupled KdV-mKdV system are conducted. Based on the 
compatibility of a pair of Darboux-Bäcklund transformations, a nonlinear superposition formula is also obtained. 
Key words: Kersten-Krasil’shchik coupled KdV-mKdV system; Darboux transformation; Bäcklund transfor- 
mation; nonlinear superposition formula 
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