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摘要: 本文主要研究非交换无色散Gelfand-Dickey (GD)方程族的附加对称, 给出它的Lax函数及

方程, 定义Orlov-Schulman函数和附加流. 在GD方程族约束情况下, 找出非交换无色散GD
方程族附加流中的存活流, 同时研究特殊流得到弦方程并证明其形成一个无穷维李代数 1W  . 
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无色散可积系统(KP、Toda 等)是低维可积场

中的重要系统, 主要应用于数学、物理、拓扑场、

矩阵模型等领域[1-2]. 无色散可积系统的构造是将

经典可积系统中的算子和李括号替换为相位函数

和泊松括号, 可以看成是经典可积系统的一种形

变或类似. 类似经典的可积系统, 无色散可积系统

具有许多优良的性质, 如 Lax 对、无穷守恒量和对

称性[3-4]等. 近年来, 附加流显式形式的附加对称

性[5-7]引起了广泛关注. 20 世纪 80 年代, Orlov 等[5]

给出了构造无穷多可积非线性演化方程附加对称

性的一般方法. 20 世纪 90 年代, Leur[8]研究了 KdV
型方程族的弦方程和 1W  约束, Takasaki等[1-4]研究

了无色散的可积方程族(KP、Toda). 21 世纪以来, 
Wang[9]和 Li[7]分别对非交换 KP 和 GD 方程族的附

加对称做了研究, Wang 等[10]也研究了无色散非交

换 KP 方程族的多哈密顿结构. 本文利用类似的方

法研究非交换无色散 GD 方程族的附加对称. 

1 预备知识 

在非交换可积系统的研究中, 玛雅代数[11-13]

发挥着极其重要的作用, 其中玛雅乘积  的定义

为:  
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式中: P表示一组有限整数; 2 1it  , 2it ( i P )是非

交换坐标; i 表示非交换参数; 2( )  表示高阶项. 
当 0i  时, 非交换系统将被简化为交换系统.  

非交换无色散GD方程族的Lax函数定义为: 
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其中 1 2( , , , )u u x t t  . 非交换无色散 GD 方程族的

Lax 方程为: 
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x  , 也就是说 1t 和 x是等价的. 为更好地理解Lax
方程, 在此给出两个具体的例子. 

2N  时, 2
2k u  是非交换无色散 KdV

方程族的 Lax 函数, 其中包含非交换无色散 KdV
方程 

3

2
2 2

3
2t xu u   . 

                                                                                                                                

收稿日期:  2021−01−10.   宁波大学学报（理工版）网址: http://journallg.nbu.edu.cn/ 
基金项目: 国家自然科学基金（12071237）. 
第一作者: 胡美艳（1995－）, 女, 山西吕梁人, 在读硕士研究生, 主要研究方向: 孤立子与可积系统. E-mail: 1842716825@qq.com 

*通信作者: 李传忠（1982－）, 男, 山东聊城人, 博士/教授, 主要研究方向: 孤立子与可积系统. E-mail: lichuanzhong@nbu.edu.cn 



 
36 宁波大学学报（理工版） 2021  

 

3N  时, 非交换无色散 Boussinesq 方程族的

Lax 函数是 3
2 3k u k u   , 相应的非交换无色

散 Boussinesq 方程为: 
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其中 ,
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非交换无色散GD方程族的Lax函数也可以表

示为: 
e ( )ad Nk  , (4) 
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另外, 式(3)等价于下述 Sato 方程: 
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为了方便研究非交换无色散 GD 方程族的附

加对称, 引入 Orlov-Schulman 函数 , 假定函数 
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性质 1  函数满足下列等式: 
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即为所求, 证毕. 

2 附加对称 

首先给出非交换无色散GD方程族的附加对称. 
定义 1  微分方程 
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的解被称为非交换无色散 GD 方程族的附加对称, 
其中

,m nt 表示依赖于一些附加变量 ,m nt 的导数. 
有了上述准备, 现在来定义附加流, 并且证明

这些流是对称的. 类似于无色散KP方程族的情形, 
引入附加变量

,m nt 并且定义作用在函数和上

的附加流为: 
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定理 1  在非交换无色散 GD 方程族中, 只有
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经过一系列计算, 上述等式还可以写为: 
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另外, 非交换无色散 GD 方程族中存活的附加

流也有一些很重要的性质. 
性质 2  在非交换无色散 GD 方程族中, 附加

流
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性质 3  非交换无色散 GD 方程族的附加流

,m nt 可以形成无中心的 1W  代数. 
证明  直接计算可以得到 

( )( )[ , ]
n k b

m l nm kl aN N N
ab

ab
C        , 

这意味着 

( )( )([ , ]) ( )
n k b

m l nm kl aN N N
ab

ab
C        , 

式中, 系数 ( )( )nm kl
abC 是 W 代数中的标准系数. 结合

式(10)有 

, , , , , ,
[ , ] ( ) ( )

m n l k m n l k l k m nt t t t t t            

,
{( ) , }

m n

k
l N

t     

,
{( ) , }

l k

n
m N

t      

{( ) , } ,
n k

m lN N




      
   





       

( ) ,{( ) , }
k n

l mN N
 

 
 

 




      

{( ) , } ,
k n

l mN N




      
   





       

( ) ,{( ) , }

{( ) , } ,

{( ) , } ,

{( ) , ( ) } ,

{( ) , } ,

{( ) ,(

n k
m lN N

n k
m lN N

k n
l mN N

k n
l mN N

n k
m lN N

k
l mN

 









 







 
 

 
      
   
      
   
 

 
 
      
   





















    

      

     

     

      

    ) } ,

({ , } ) , ,

n
N

n k
m lN N







      
   

 
 
 











    

 

也就是说 
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3 弦方程 
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假定
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条件, 即
1, ( 1)

0.
n

n
N

t  
   

4 总结 

本文主要研究非交换无色散 GD 方程族的附

加对称及存活的附加流的性质. 由于该方程族 Lax

函数的特殊性, 只有满足条件
1

1( ) 0
N n

m N
 


  

的附加流存活, 这是与非交换无色散 KP 方程族的

一大不同. 通过特殊附加流
1, ( 1)nt  

 对
n
N 作用, 得

到弦方程. 
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Additional symmetry of noncommutative dispersionless 
Gelfand-Dickey hierarchy 
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( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: This article mainly deals with the additional symmetry of the noncommutative dispersionless 
Gelfand-Dickey (GD) hierarchy. We give its Lax function and equation, and define the Orlov-Schulman function 
  and the additional flows. Under the constraints of the GD hierarchy, we find that only a part of additional 
flows can survive. Considering the special additional flow, the string equation is obtained. In addition, this part 
of additional flow forms an infinite-dimensional Lie algebra 1W  . 
Key words: additional symmetry; noncommutative dispersionless Gelfand-Dickey (GD) hierarchy; survival 
flow; string equation 
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