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射影平坦 spray 的射影 Ricci 曲率 
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摘要: 研究了射影 Ricci 平坦的 spray 和度量, 首先讨论射影平坦 spray 在给定的体积元条件下何

时满足射影 Ricci 曲率为 0 的条件. 在此基础上, 刻画出在常用的 Busemann-Hausdorff 体积元情

形下, 射影平坦 Randers 度量的射影 Ricci 曲率, 并给出 Ricci 曲率为常数时该度量的具体构造. 
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芬斯勒几何中的几何量分为两类: 黎曼几何

量和非黎曼几何量. 黎曼几何量是在黎曼情形不

消失的几何量, 如黎曼曲率、Ricci 曲率等; 非黎曼

几何量是黎曼情形中消失的几何量, 如 Berwald 曲
率、Landsberg 曲率、 S -曲率等. Ricci 曲率与黎曼

曲率有着密切的联系, 这是因为 Ricci 曲率是黎曼

曲率的迹. 在芬斯勒几何中, Ricci 曲率不仅扮演着

已知的重要作用, 也可以利用 Ricci 曲率来研究射

影 Ricci 平坦, 比如射影 Ricci 曲率.  
近年来, 有关射影 Ricci 曲率研究进展较大, 

如文献[1]指明了射影 spray的定义; 文献[2]证明了

射影平坦度量都为射影 Ricci 平坦; 文献[3-4]对
( , )  度量局部射影平坦进行了刻画; 文献[5]研
究了 spray 的具体性质; 文献[6]给出了 ( , )  度量

体积元的变化形式; 文献[7]研究了 Randers 度量为

射影Ricci平坦的等价条件. Randers度量结构优良, 
Randers 度量的 Ricci 曲率一直是研究重点[8-9], 因
此研究射影Ricci平坦的Randers度量的Ricci曲率

意义重大, 可以更好地理解 Randers 度量的性质. 
设G 为 n维 ( 2)n≥ 光滑流形M 上的 spray. 给

定一个体积元 dv , 可以构造一个新的 spray, 记为

G , 满足如下等式:  
2 / ( 1) ,G G S n Y    (1) 

则称G是(G, dv)的射影 spray[1], 其中 ( / )i iY y y  
 是标准垂直向量场. (G, dv)的射影Ricci曲率是通过

( , d )G v 的 Ricci 曲率定义, 记为 ( ,d )G v GPRic Ric  . 
若存在一个体积元 dv , 满足 ( ,d ) 0G vPRic  , 则

称G 为射影 Ricci 平坦. 流形 M 上的芬斯勒度量

F , 如果其诱导的 spray是射影Ricci平坦的, 则称

F 为射影 Ricci 平坦的度量[2]. 在文献[2]中, 已经

得到关于射影 spray 的 Ricci 曲率: 
2

( ,d ) |0
1 ,
1 1G v G

n SPRic Ric S
n n

 
     

 

其中: ( ,d )G vS S 是 ( ,d )G v 的 S -曲率; |0S 是 S 沿着

spray G 的水平共变导数. 
为研究射影 Ricci 曲率对 spray 和度量的影响, 

首先考虑射影平坦 spray的射影Ricci曲率, 得到射

影Ricci曲率为 0时其体积元满足的等价条件(定理

1); 其次考虑具有应用价值的 Randers 度量, 得到

Busemann-Hausdorff 体积元(以下简称 B-H 体积元)
下其射影 Ricci曲率, 以及射影 Ricci曲率为 0 时其

Ricci 曲率的具体表达式(定理 2). 研究结果给出的

等价条件和刻画的具体度量有利于发现新的具有

应用价值的度量及其几何. 

1 基础知识及主要定理 

为介绍主要定理引进相关引理[3-4]. 设字母右

下标是关于某个变量求偏导, 如 /m
m

x
f f x   . 

设 M 是一个光滑的 n 维流形 , F 是其切丛

TM 上定义的非负函数, : [0, )F TM   , 称 F
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为 M 上的芬斯勒度量. 当且仅当 F 满足下述条件: 
(i)光滑性, F 是带孔切丛 \ {0}TM 上的C 函数;  
(ii)正齐性, ( , ) ( , )F x y F x y  , 0  ; (iii)正则

性 , 对 ( , ) \{0},x y TM  2( , ) (1 / 2)[ ] ,i jij y y
g x y F  

且 ijg 是正定的. 特别地, 若 ( , ) ( ),ij ijg x y g x  则称

F 为黎曼度量 ; 若 ( , ) ( ),ij ijg x y g y 则称 F 为

Minkowski 度量. 
对于流形 M 上的任意一点, 记其局部坐标为

( )ix , 记切丛TM (或者带孔切丛 \ {0}TM )的局部

坐标为 ( , )i ix y . 记G 为流形M 上的一个 spray, 它
是带孔切丛 \ {0}TM 上的特殊向量场. 在局部坐标

系下可表示为: 

2 ( , )i i
i iG y G x y

x y
 

 
 

,  

其中: 2( , ) ( , )i iG x y G x y  , 0  , iG 称为G
的 spray 系数.  

假设 ( , )P P x y 为 M 上的标量函数, 并且 P
满足 ( , ) ( , )P x y P x y  , 0  . 若 i iG Py , 则
称G 为局部射影平坦的 spray. 事实上, 流形M 上

的任何一个芬斯勒度量 F 都能诱导一个 spray G , 
其 spray 系数可表示为: 

 2 2(1 / 4) [ ] [ ] ,j k j
i ij k

y x x
G g F y F   

其中: 1( )ij
ijg g  . 

在芬斯勒几何中, 黎曼曲率由Berwald[10]引入, 
可以视作黎曼几何中黎曼曲率的推广. 黎曼曲率

定义为: 

d ,i j
y j i

x

R R x
x


 


 

:y x xR T M T M 是切丛空间上的线性映射, 其中: 
2

2
i

i i
j

k k j k
G GR y
x x y

 
  

  
 

2

2 ,
i i j

j
j k j k
G G GG

y y y y
  


   

 (2) 

G 的 Ricci 曲率定义为 .m
mRic R  若存在数量函数

( )K K x , 使得度量 F 的 Ricci 曲率为: 
2( 1) ( ) ,Ric n K x F   

则称F 为爱因斯坦度量. Berwald 已证明爱因斯坦

度量为射影平坦时其 Ricci 曲率为常数.  
设 F 为流形 M 上的芬斯勒度量, 假设 1( )n

i ie 

是 xT M 的一组基, 1( )i n
i  为其对偶空间 xT M 的一

组基. 在点 x的 B-H 体积元定义为: 
1

BH BHd ( ) ,nv x      

 
 BH

Vol (1)
( ) ,

Vol ( ) | ( , ) 1

n

i n i
i

B
x

y R F x y e
 

 
 

其中: BH ( )x 为该条件的体积函数; Vol{} 表示欧

氏体积. 如果 i j
ijF g y y 是黎曼度量, 则 BH ( )x   

det( )ijg . 
本文第 3 节讨论的体积元都是 B-H 体积元. 
设 1d d d nv x x  是流形 M 上的任意一个体

积元, S -曲率定义为: 

ln .
m

m
m m

GS y
y x

 
 
 

 (3) 

利用 spray 定义, 可构造一个新的 spray, 如式

(1), 其在局部坐标系下G的 spray 系数为: 

/ ( 1)i i iG G S n y   . 
( , )  度量是一种特殊的芬斯勒度量, 在某种

程度上接近黎曼度量 , ( , )  度量可以表示为

( ),F s ( ) i j
ija x y y  是黎曼度量, ( ) i

ib x y 
是 1-形式, /s   . 事实上, Randers 度量也可视

为 ( , )  度量 , 取 ( ) 1 ,s s   ( )F s 即为

Randers 度量. 相关结果可参考文献[3-4]. 根据文

献[11], Randers 度量F    的 B-H 体积元在局

部坐标系下可表示为: 

   ( 1)/22 1d 1 ( ) det ( ) d d
n n

F ijv b x a x x x


    . 

本文主要得到如下 2 个定理. 
定理 1  假设G 为 n维 ( 2)n≥ 流形 M 上的射

影平坦 spray, 给定一个体积元, 并设它的体积函

数为 ( )x  , 则其射影Ricci曲率为 0, 当且仅当 
2

00 0( 1) 0 ,n f f    

式中: ln ,f   0
m

m
ff y

x





, 
2

00
m k

m k

ff y y
x x



 

. 

Randers 度量在物理、生物等领域上有着重要

应用. 利用定理1, 可考虑Randers度量情形的射影

Ricci 曲率, 射影 Ricci 曲率对于研究芬斯勒几何有

着重要意义. 
定理 2  设F    是流形M 上的射影平坦

Randers 度量 , 其中 ( ) i j
ija x y y  是黎曼度量 , 

( ) i
ib x y  是 1-形式, 在给定B-H体积元的体积函

数 2 2 ( 1)/2
1( ) ((1 ) / (1 )) nx b b       的条件下, F
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的射影 Ricci 曲率为:  
2

0|0 0
2 2 2

( 1) 3( 1)
1 ( 1)

n r n rPRic
b b

  
  

 
 

2 2 2
1 1

2 2 2
1 1

( 1) ( 1)
1 ( 1)

n n
b b

  
 
 


 

, 

式中: 1 | |  y , 1 ,  x y , 2 2
1 | |b  x . 特别地, 当

射影 Ricci 曲率为 0 时, Ricci 曲率为常数, 则
2( / 4)( 1)Ric n F  , 0≤ . 

以上定理中 f 与文献[2]中的 f不一致, 两者

之间的关系在第 2 节中说明. 本文的所有指标 i、j、 
k 的取值为 1 至 n, | |y 为向量 y的模长, ,x y 为向

量 ,x y的内积. 

2 定理 1 的证明及其相关结果 

通过引理 1 来证明定理 1. 假设G 为 n 维流形

M上的一个 spray, 记 G i
kR 是G的黎曼曲率, 通过式

(2)可计算得: 

2 ,
1

k j
j i

y yG i G i i i
k k k

G S y
R R A By

n
   


  

式中:  

0 m
m

x
S S y , j jy

SS
y





, 
2

k j k jy y

SS
y y



 

,  

k kx

SS
x





, k

j
j

ky

GG
y





, 

2
0

2

2

1 1 ( 1)
j

j
y

G S S SA
n n n

   
  

, 

22 ,
1 1 1 ( 1)

j k j k kk

j j
y y x y yx

S G S y SSS
B

n n n n
   

   

 

对式(2)关于 i 和 k 缩并, 再由 Ricci 曲率定义可得: 
2

2

( 1)
( 1)

G m G m
m m

n SR R
n


  



 

0

2 ( 1)( 1) ,
1 ( 1)

j
j

y
G S nn S

n n




 
 (4)

 

由文献[2]可知, G 的射影 Ricci 曲率为: 

( ,d ) .G m
G v mPRic R


 

引理 1  假设G 是流形M 上的射影平坦 spray, 
给定一个体积函数 ( )x , 则G 的射影 Ricci 曲率为: 

2
00 0 00

( ,d ) 2
( 1)( ) .

( 1)G v
n nf f fPRic

n
  

 


 

证明  当 G 为射影平坦时,  

.i iG Py  (5) 

将式(5)代入式(3)可得: 

0( 1) ,S n P f    (6) 
对式(6)关于 jy 求偏导可得: 

( 1) ,j j jy y x
S n P f    (7) 

对式(6)关于 jx 求偏导, 再对 jy 进行缩并可得: 

0 0 00( 1) ,S n P f    (8) 

其中: 0 ( / )j jP P x y   , 0 j
j

x
S S y . 

由文献[5]可知:  
2( )m

G i m i
k kx

R P P y     

( 2 ) ,k k n k
n i

y y y x
PP P y P y   (9) 

对式(9)关于 i和 k进行缩并, 可得G 的Ricci曲率为: 
2

0( 1) ( 1) ,G m
G mRic R n P n P      (10) 

将式(5)~(8)和式(10)代入式(4), 可得: 
2

00 0 00
( ,d ) 2

( 1)( ) .
( 1)G v

n nf f fPRic
n

  
 


 (11) 

定理 1 的证明 

根据文献[2], 当 ( ,d ) 0G vPRic  时 , G 为射影

Ricci 平坦的, 再通过引理 1 得: 
2

00 0( 1) 0.n f f    

文献[2]研究了一般体积元的 spray. 本文考虑

在常用的 B-H 体积元条件下, 射影 Ricci 平坦满足

的等价条件. 以下将说明在射影 Ricci 平坦条件下, 
本文体函数 f 与文献[2]中函数 f之间的关系. 

根据文献[2]的结果, 假设dv 和dv是其 2 个体

积形式, 且 ( 1)d e dn fv v 
  , 这里 ( )f f x  是 M 上

一个标量函数, G 是射影 Ricci 平坦, 当且仅当存

在 1 个体积形式dv 和 1 个标量函数 f满足下述方

程: 
2

|0( 1){ }GRic n     , 

式中 : “ |”是关于 G 的水平导数 ; 0 m
m

x
f f y  ; 

0/ ( 1)S n f     ; ( ,d )G vS S . 
再由文献[2]可得: 

2
|0( 1){ }G GPRic Ric n      . 

在G 为射影平坦的条件下, 由文献[2]得: 
2

200 0
02

( 1) ( 1) ( 1)
1 ( 1)G

n f n fPRic n f
n n
 

     
 

  
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 0 0 002( 1) /( 1) ( 1) 0,n f f n n f       (12) 

将式(11)和式(12)联立得: 

 2
00 0 0 02 /( 1) 0 ,f f f f n        (13) 

由此可得在射影 Ricci 平坦条件下, 给定一个体积

函数 , 在射影 Ricci 曲率等于 0 时, 得到流形 M
上标量函数 f与本文函数 f 之间的关系(式(13)). 

3 定理 2 的证明及其应用 

设 F    是Randers度量, 假设 |i jb 为 关于

共变导数系数, ijr 和 ijs 定义为 | |( ) / 2ij i j j ir b b  , 

| |( ) / 2.ij i j j is b b   作如下记号:  

00 0,  ,  ,  ,i j j i i
ij i ij i ir r y y r r b r r y r rb     

0 0 0 0,  s ,  ,  .j i ij j i
i ij j i ji is s y a s s s b s s y      

Randers 度量有重要的性质, 如果 Randers 度

量是射影平坦的, 则  是闭形式, 即 d 0  . 以下

引理是黎曼几何中熟知的.  
引理 2(Beltrami’s 定理)  设 ( ) i j

ija x y y 

是流形 M 上的黎曼度量, 则是射影平坦的, 当
且仅当存在一个常数截面曲率 K  , 此时该度量

可局部表示为:  
22 2 2(1 | | ) | | , / (1 | | ) ,      x y x y x  

式中: ,n
xT U R ≈y nU R . 

考虑度量时, 可以将其视为特殊的 ( , )  度

量, 令 1 | | i j
ij y y  y , 则 

2 2 2
1 (1 | | ) / (1 | | ) ,s       x x  

式中: 1

1

s



 , 
2 2

2

(1 | | )( )
1 | |

ss  



 



x
x

. 

在文献[6]中, 对于 ( , )  度量, 给出了度量矩

阵行列式的表达式:  
1 2det( ) ( )n n

ija s       

 2 2
1( ) det ( )ijs b s a        . (14) 

定理 2 的证明 

首先利用引理 1 中式(11)得到在给定的体积元

下的射影 Ricci 曲率. 由文献[11]得, Randers 度量

F 的体积函数 ( )x 可表示为: 

   ( 1)/221 ( ) det ( ) .
n

ijb x a x


   

设  det ( )ijh a x , ( )b b x , 由 lnf  得: 

2( 1) / 2ln(1 ) ln ,f n b h     (15) 
事实上 , 2

|/ 2 2( )m j
j m m mb x b b r s     . 对式 (15)

关于 mx 求偏导, 再与 my 缩并可得: 

0 0 0
0 2

( 1)( ) .
1

n r s hf
b h

 
 


 (16) 

利用共变导数 , 并记 i
jk 为  的联络系数

(Christoffel 符号), 可得: 

| |( ) ( )k
j l j

m m k lk j mx
r s b b b     

| | | |( ),j l l
j m k l m jk j l mkb b b b     (17) 

对式(15)关于 mx 和 kx 求偏导, 再与 my 和 ky 缩并, 
利 用 式 (17) 以 及 0|0 0| ,i

ir r y 0|0 0|
i

is s y 和 ( mr   

0|0 0|0 0 0) 2 ( )k
m k

m x
s y y r s P r s    , 直接计算可得: 

0|0 0|0
00 0 02 2

( 1)( ) 2( 1) ( )
1 1

n r s n Pf r s
b b

  
   

 
 

2 2
0 0 00 0

2 2 2

2( 1)( )
( 1)

n r s h h h
b h
  




, (18) 

其中: P 为的测地系数. 
由条件 F 为射影平坦度量 ,  是闭形式 [11], 

即 0ijs  , 则 0 0s  , 0|0 0s  , 将其代入式(16)和式

(18)分别可得: 

0 0
0 2

( 1) ,
1

n r hf
b h


 


 (19) 

0|0
00 02 2

( 1) 2( 1)
1 1

n r n Pf r
b b
 

  
 

 

2 2
0 00 0

2 2 2

2( 1)
( 1)

n r h h h
b h
 




. (20) 

以下将对 0f 和 00f 具体分析. 由引理 2 可得 2
在某一局部坐标系下可表示为: 

22 2
2

2 2

(1 | | ) | | ,
,

(1 | | )
 




 



x y x y

x
  

其中: 为的常截面曲率, 且的测地系数为: 
2, / (1 | | ).P    x y x  

下一步计算 det( )ijh a . 通过式(14)可得:  
1 2det( ) ( )n n

ija s       

2 2( ) det( )ijs b s         , (21) 

其中:  
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2 2 2(1 | | ) / (1 | | ) ,s      x x  

由式(21)以及 lndet( ) 0ij  可得:  

 1 1ln ( 1) ln ( ) ( 2) ln( )
2 2

h n s n s          

 2 2
1

1 ln ( )
2

s b s      . (22) 

根据
2 2

2

(1 | | )
1 | |

s 



 



x
x

, 求得: 

2

2 2 2 2 2
(1 | | ), ,

1 | | (1 | | )
s

s s
     

   
   

   
x

x x  (23) 

将式(23)代入式(22), 求得: 
2

1ln ( 1) / 2ln( 1) ,h n b     

其中: 2 2
1 ( ) | |ij

i jb x x x  x .  

对 ln h 关于 mx 求偏导, 再与 my 进行缩并得: 

0 1
0 2

1

( 1)(ln ) .
1

h nh
h b





  


 (24) 

对 ln h 关于 mx 以及 kx 求偏导, 再与 my 和 ky
进行缩并得: 

2 2
00 0 1

00 2 2
1

( 1)(ln )
1

h h h nh
h b




 
   


 

2 2
1

2 2
1

2( 1) ,
( 1)
n

b
 





 (25) 

将式(24)代入式(19)可得: 

0 1
0 2 2

1

( 1) ( 1) ,
1 1

n r nf
b b




 
 

 
 (26) 

将式(25)代入式(20)可得: 
2

0|0 0 0
00 2 2 2 2

( 1) 2( 1) 2( 1)
1 1 ( 1)

n r n Pr n rf
b b b
  

   
  

 

2 2 2
1 1

2 2 2
1 1

( 1) 2( 1) ,
1 ( 1)

n n
b b

  
 
 


 

 (27) 

再将式(26)和式(27)及测地系数P 代入式(11)可得:  
2

0|0 0
2 2 2

( 1) 3( 1)
1 ( 1)

n r n rPRic
b b

  
  

 
 

2 2 2
1 1

2 2 2
1 1

( 1) ( 1) .
1 ( 1)

n n
b b

  
 
 


 

 (28) 

根据文献[2,7]可知, 若度量为射影平坦的, 则
存在一个体积元使得射影Ricci曲率为 0. 但是, 对
于任意体积元射影Ricci曲率不一定为 0. 那么, 考

虑常用体积元情形下的射影 Ricci 曲率对研究度量

的射影性质有重要意义. 事实上, 对于射影平坦的

Randers 度量, 存在一个标量函数 f , 通过改变体

积元使得射影 Ricci曲率等于 0. 将式(26)计算所得

的 0f 值代入式(12), 可得如下方程:  
2 2 2 2

0|0 0 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1

3
1 ( 1) 1 ( 1)

r r
b b b b

  
 


   

   
 

20 0 1 0
0 002 2

1

2 2 0
1 1

r f f f f
b b




   
 

    . 

以下将研究Randers度量在B-H体积元下考虑

其射影 Ricci 曲率为 0 的情形, 进而求解该条件下

度量的具体构造. 由式(28)可得 Randers 度量的射

影 Ricci 曲率为:  
2

0|0 20
2 2 2

( 1) 3( 1) ( 1) ,
1 ( 1)

n r n rPRic n
b b


  

   
 

 

考虑 0PRic  , 该方程等价于如下方程: 
2

0|0 20
2 2 2

3 0 ,
1 ( 1)

r r
b b




  
 

 (29) 

这里设 | ( )i j ij i j i j i j i jb Aa Bbb Crr D rb b r     , 通过

计算可设 2
0 ( )r b  , 则 2

0|0 00 2r r    . 
直接计算可以求得: 2/ .r b   
将 0r 、 00r 、代入式(29)可得:  

2 2
2 2

4 2 2 2 2 2

3 2
( 1) ( 1)
r r r

b b b b b


 
       

 

  2 2
00/ ( 1) ,r b b r  (30) 

对式(30)关于 iy 和 jy 求导, 再对 ib 和 jb 缩并得:  
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

3 2 ,
( 1) 1 ( 1)

r r r rb b
b b b b b


       

 (31) 

解式(31)可求得: 
2 2 2

1 1( )( 1).r b c b c b      

将 r 代入式(30)得: 
2 2 2 2

00 ( ) ( ) ,r p b q b    (32) 

式中:  
2 2

1 1( ) / ( )p b b c b c     , 
4 2 2

2 1 1 1
2 2 2

1 1

2 2( ) ,
( )

c b c b b cq b
b b c b c

 



    


 
 

则 2 2( ) ( )ij ij i jr p b a q b b b  , 对 ijr 关于 ib 和 jy 缩并
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可得: 
2 2 2

0 ( ) ( ) ,r p b q b b    (33) 

对式(32)求共变导数可得:  
2 2

00|0 0 0( )( )r p b r s     
2 2 2

0 0 00( )( ) 2 ( ) ,q b r s q b r     (34) 

根据文献[9], 当 Randers 度量为射影平坦时,  
2( 1)Ric n     

 2
00|0 002

1 2 ( ) 3
4
n r r

F
 

   . (35) 

引理 3  设F    为 B-H 体积元下的体积

函数 ( )x  (定理 2)的射影平坦Randers度量. 当
其射影 Ricci 曲率消失时, F 的 Ricci 曲率为:  

2 2
21 1

2
1 1

(4 3 4 4 )( 1) ( )
4

c b b cRic n
c b c

    


  
   

 
2

21
2 2

1 1

( 1)( )( 1) (12 5)
4 ( )

n c b b
b c b c

   


      
   

 

2 2 2
2 2 1

4 2
( )( 1)(4 2 )

( )
c bb b

b
    

  
 

   


 

2 2 2
2

2
4( 1)(2 1) (6 11) .

( )
b b b

b
 

 
  

  
 

 (36) 

证明  将式(32)~(34)代入式(35), 可得式(36), 
引理 3 得证. 

引理 4[11]  设 F    是射影平坦的Randers
度量. 若 F 具有常数 Ricci 曲率 2( 1)Ric n F  , 
则 0≤ . 若  度量的常数截面曲率为  , 则

4  . 
推论 1  设 F    为 Ricci 曲率是 Ric   

2( 1)n F 的爱因斯坦 Randers 度量, 取其体积函

数为: 

 ( 1)/22 2
1(1 ) / (1 )

n
b b 


   ,  

在其射影 Ricci 曲率为 0 的条件下, 度量F 中:  
22 2

2

(1 | | ) | | ,
,

1 | |
 




 




x y x y
x

2

, ,
,

1 | | 1 ,
m
 

     

x y a y
x a x

 
0  . 

证明  在射影 Ricci 曲率为 0 的条件下, Ricci
曲率由式(36)给出. 通过引理 4 得: 

2( / 4)( 1)Ric n F  ,  

则要求如下方程成立: 
2 2

21 1
2

1 1

3 ( )( 1) ( )
4

c b b cn
c b c

    


  
  

 
 

2
21

2 2
1 1

( 1)( )( 1) (12 5)
4 ( )

n c b b
b c b c

   


      
   

 

2 2 2
2 2 1

4 2
( )( 1)(4 2 )

( )
c bb b

b
    

  
 

   


 

2 2 2
2

2
4( 1)(2 1) (6 11) 0,

( )
b b b

b
 

 
  

   
 

 

等价于 
2 2 4

1 1
2

1 1

3 ( )( 1)
4

c b b cn
c b c

   


  
 

 
 

2 3
1

2 2
1 1

5 ( 1)( )( 1)
4 ( )

n c b
b c b c

  


  


 
 

2 2 2
1

2 2
1 1

( 1)( )( 1)
4 ( )

n c b
b c b c

   


  


 
 

2 6
1 16 2

1 1

1 ( 1)( 1)( )(4
4 ( )

n b c c b
b c b c




   
 

 

4 4 2 2 3
1 1 19 4 6 10 ) +c b b c b b c        

2 6
1 16 2

1 1

1 ( 1)( 1)( )(
4 ( )

n b c c b
b c b c




   
 

4 2 2 4
1 13 2 2 ) 0.b c b b c         (37) 

由于 ( ) i j
ija x y y  是关于 y 的无理函数 , 

  ( ) i
ib x y 是关于 y 的一次函数, 因此式(37)化简

等价于如下两式同时成立: 
2

21
2 2

1 1

( 1)( 1)( ) 5
4 ( )

n b c
b c b c

 



     

   
 

6 4 4 2
1 1 14

1 (4 9 4 6c b c b b c b
b

     

2 2
110 ) 0b c      

 
, (38) 

2 2 4
1 1

2
1 1

3 ( )( 1)
4

c b b cn
c b c

   


  
 

 
 

2 2
21

2 2
1 1

( 1)( 1)( )
4 ( )

n b c
b c b c

  


     
   

 

6 4 2 2
1 14

1 ( 3c b b c b b
b

      

2
12 2 ) 0c     

 
. (39) 

由于 2 是正定的, 而 是 1-形式, 由式(38)得: 
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2
1( 1)( 1)( ) 0n b c     , 

又因为 1 0,n  > 2 1 0,b  <  所以 1 0,c    即 1c   
 . 将其代入式(39), 等式成立.  

从文献[8]可得: 
22 2

2

(1 | | ) | | ,
,

1 | |
 




 




x y x y
x

 

2

, ,
1 | | 1 ,

m
 

     

x y a y
x a x

, 

式中: m   . 
例 1  射影Ricci曲率为0的Randers度量实例.  
取 F    , 式中: 

22 2

2

(1 | | ) | | ,
,

1 | |


 




x y x y
x

 

2

, ,
1 | | 1 ,


 

      

x y a y
x a x

. 

取 B-H 体积元下的体积函数: 

( )x  
( 1)/2

2

2

1 | |
(1 , )

n
a


 
   a x

, 

通过推论 1, 取 1   , 即得以上度量F    . 

根据文献[8]得: 

2( 1) ( ) ,
4

nRic  
    

2 2
00r    , 

这与式(32)计算结果一致, 即此度量为射影 Ricci
曲率为 0 的爱因斯坦度量. 
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Projective Ricci curvature of projective flat spray 

WANG Wei, LI Benling* 

( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, the projective Ricci flat spray and its metrics are studied in the most part. Firstly, we 
discuss the case in which the projective flat spray meets the condition that the projective Ricci curvature is 0 
with the given volume element. On this basis, by using Busemann-Hausdorff volume element, the projective 
Ricci curvature of projective flat Randers metrics is described, and the concrete structure of such metrics is given 
provided that the Ricci curvature is constant. 
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