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基于存贷利差和常弹性方差模型的最优投资策略 
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摘要: 研究借贷利率不同和风险资产价格服从常弹性方差模型下的最优投资策略. 在指数效用

函数和对数效用函数下, 分别建立相应的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程, 利用随机控制理

论和 Legendre 转换对 HJB 方程求解, 得到了相应效用函数下最优投资策略的解析解, 最后对最

优投资策略进行数值求解, 并给出了经济学解释. 
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在实际的金融市场中, 由于经典的几何布朗

运动模型不能很好地反映市场波动的不对称性, 
因此几十年来许多研究学者提出了各种不同的金

融模型来刻画风险资产的价格动态. Cox 等[1]首次

提出了常弹性方差模型, 并给出了该模型下的期

权价值. 在最优投资领域, Gao[2]假定风险资产价

格满足常弹性方差模型, 并利用 Legendre 转换、对

偶定理和变量变换技术得到了退休前和退休后的

最优投资策略. 与 Gao[2]研究的问题不同, 张初兵

等[3]考虑了常弹性方差模型下确定缴费型养老金

的最优投资问题. 夏迪等[4]假设风险资产价格服从

常弹性方差模型, 但考虑了市场中存在交易成本, 
得到了风险资产与无风险资产的最优投资组合 . 
异质贴现是一种重要的非恒定贴现, 它描述一个

事实, 即决策者对从消费和遗产中得到的效用进

行贴现是不一样的, 因此 Li 等[5]在常弹性方差模

型的基础上进一步考虑了异质贴现这一因素, 并
得到了最优投资策略. 同样假定风险资产价格满

足常弹性方差模型, 但 Li 等[6]考虑了家庭消费支

出为随机情形时的最优资产配置问题.  
上述文献都是在常弹性方差模型下进行研究, 

且假定存款利率与贷款利率相同. 然而, 存贷利率

可以调节社会资金的供给与需求, 存贷利率的不

同很大程度上影响着投资者的收益. 常浩等[7]针对

不同的借贷利率, 根据投资者的风险偏好, 分别采

用了三种不同的效用函数, 运用动态规划方法得

到了最优投资策略. 常浩等[8]在借贷利率不同的基

础上, 将负债过程引入到投资组合问题中, 考虑了

均值-方差模型下的最优投资问题, 并给出了有效

前沿的解析表达式. 王伟等[9]考虑了指数效用和不

同借贷利率情形下确定缴费型养老金的最优投资

问题. 甘少波[10]研究了在不同借贷利率和均值方

差准则下确定缴费型养老金的最优投资问题. 与
已有文献相比, 郭文旌等[11]进一步考虑了交易费

用, 研究了交易费用对最优投资策略的影响. 高若

嘉[12]也考虑了存贷利差情形, 但其研究的是家庭

最优投资消费和人寿保险问题. 本文假定借贷利

率不同, 且风险资产价格服从常弹性方差模型. 与
甘少波[10]的研究不同, 本文研究指数效用和对数

效用下的最优投资问题.  

1 金融市场模型 

1.1  资产价格动态过程 
假设 0( ,( ) , )t t T P  ≤≤ 是一个完备的概率空间, 

T表示投资者的投资期限. 对任一时刻 [0, ]t T 的

决策基于信息流 t , ( )W t 是定义在该概率空间上
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的一维标准布朗运动. 假定在金融市场中有两种

资产可以投资, 其中一种是无风险资产 B , 其 t时
刻的价格表示为 ( )B t , 在不同借贷利率下的无风

险资产价格动态过程为: 
( )d , ( ) 0,

d ( )
( )d , ( ) 0,

rB t t B t
B t

RB t t B t


  

≥
 (1) 

式中, r 、 R 分别为无风险利率、贷款利率, 且
R r . 引入符号 ( ) min( ,0)x x   , 则上述动态过

程可以写为 

  d ( ) ( ) ( ) ( ) d .B t B t r R r B t t    (2) 

另一种资产是风险资产, 将其看成为股票 S . 
( )S t 表示该股票在 t时刻的价格, 假设股票的价格

过程满足常弹性方差模型, 该股票的价格动态过

程满足 
( ) ( ) ( ) (d d )d ,bS S t St t t tW     (3) 

式中:  为股票的预期收益率; b为弹性参数且

0b  ; ( )bS t 为股票的波动率, 即在 t时刻, 股票

的波动率受到股票价格的影响. 
1.2  财富动态过程 

假设投资者在 t时刻投资于股票的资金数量为

( )t , 用 ( )X t 表示投资人 t时刻的财富, 则投资在

无风险资产上的资金为 ( ) ( )tX t . 如果 ( ) 0t  , 
表示卖空股票. 如果 ( ) ( ) 0X t t ≥ , 表示投资者

不需要从银行借款; 如果 ( ) ( ) 0X t t  , 则表示

需要从银行借入资金, 借入的资金为 ( ) ( )X t t . 
因此, 财富过程满足如下微分方程: 

( ) ( ) ( )d ( ) d ( ) d ( ) ( )
( ) ( )
t X t tX t S t B t X t r

S t B t
       

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) dt r X t t R r t          

( ) ( )d ( )bt S t W t  . (4) 

定义 1(可允许策略)  如果 [0, ]( )t Tt  循序可测,  

并且满足 2

0
dE t t

       , 如果方程(4)有唯一强 

解, 则称策略 ({ }) [0, ]t t T   是一个可允许策

略. 其中E[ ] 表示在概率测度P下的期望. 
假设投资者的目标是使得终端财富的期望效

用达到最大, 即 
 ( )p ,su Ε U X T


    (5) 

其中 ( )U x 是效用函数.  
定义问题(5)的值函数为 

 
 ( , , ) sup ( ) | ( ) , ( ) ,EH t x s U X T X t x S t s


   

 (6) 
其中边界条件 ( , , ) ( )H T x s U x . 

根据随机控制理论 , 得到如下 Hamilton- 
Jacobi-Bellman (HJB)方程: 

sup{ [ ( )( ) ( )( ( )) ]t xH H xr t r R r x t


           

2 2 2 2 2 21 1( )
2 2

b b
s xx ssH s H t s H s        

2 2 1( ) } 0,b
xsH t s     (7) 

式中: , ,t x sH H H 为 ( , , )H t x s 关于变量 , ,t x s的一阶

导数; ,xx ssH H 为 ( , , )H t x s 关于变量 ,x s的二阶导

数; xsH 为 ( , , )H t x s 关于变量 ,x s的混合偏导数.  
定义集合 {( , ) [0, ] | ) 0}(t x T R x t     ≥ , 

于是上述 HJB 方程可以表示为 
 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 1

2 2 2 2 2 2

2 2 1

sup{ ( )( )

1 1( )
2 2

( ) } 0, ( , ) ,
sup{ ( )( )

1 1( )
2 2

( ) } 0, ( , ) ,

t x s

b b
xx ss

b
xs

t x s

b b
xx ss

b
xs

H H xr t r H s

H t s H s

H t s t x
H H xR t R H s

H t s H s

H t s t x





  

  

  

  

  

  









    

 

 

    

 

 















 (8) 

对式(8)关于 ( )t 求导, 利用一阶最优条件可得 
2 2

2 2 1

2 2

2 2 1

( )

0, ( , ) ,

( )
0,

( )

(
( , ) .
)

b
x xx

b
sx

b
x xx

b
sx

H r H s

H s t x

H R H s
H s t

t
x

t 

 







 







   


 


  
  

 (9) 

解方程(9)得到最优投资策略 * ( )t :  

2

*
2 2

2

( )
, ( , ) ,

( )
, ( , .

)
)

(

x xs
b

xx xx

x xs
b

xx xx

H r H s
t x

H s H
H R H s

t x
s

t

H H












  
 

  


 (10) 

为了计算方便, 定义变量  , 当 ( , )t x  时, 
有 r  ; 当 ( , )t x  时, 有 R  . 则 HJB 方程(8)
可以改写为 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 1

sup{ ( )( )

1 1( )
2 2

( ) } 0,

t x s

b b
xx ss

b
xs

H H x t H s

H t s H s

H t s


    

  

 





    

 



 (11) 
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结合式(10)和变量 可得 
*

2 2

( )
( ) ,x xs

b
xx xx

H H s
t

H s H
 





    (12) 

再将式(12)代入 HJB 方程(11), 可得如下微分方程: 
2 2 21

2
b

t x s ssH H x H s H s        

 22 2 1

2 2

( )
0,

2

b
x xs

b
xx

H H s
H s

  



 
  (13) 

由式(12)可知, 为了得到最优投资策略 * ( )t 的显

式表达式, 需要解方程(13). 

2 模型求解 

在经济学中, 指数效用和对数效用是最常用

的两种效用函数. 分别求解指数效用和对数效用

函数下的最优投资策略. 
2.1  指数效用函数 

假设 ( )U x 为指数效用函数, 即效用函数满足

下式: 
1( ) e ,xU x 


   

其中 0  是风险厌恶系数. 
投资者的目标是使得终端财富的期望效用达

到最大, 即 

  1( , , ) exp ( )up |s Ε ( )H t x s U X T X t





   


 

1 , ( )x S t s


 
  

, 

且满足边界条件
1( , , ) e xH T x s 


  .  

定理 1  指数效用函数下最优投资策略为 

 

 

( ) 2 2

2

2
2 ( )

*

( ) 2 2

2

2
2 ( )

e ( )

( ) 1 e , ( , ) ,
2

( )
e ( )

( ) 1 e , ( , ) ,
2

T t b

br T t

T t b

bR T t

s rr

r t x
r

t
s RR

R t x
R



















  



  



  
   

 
     

      
 

  
 

 

最优值函数为 

 ( ) 21( , , ) exp e ( ) ( ) ,T t bH t x s x C t s D t


       

其中 ( )C t 和 ( )D t 分别为 

 
2

2 ( )
2

( )( ) 1 e ,
4

b T tC t
b

 



   

2( ) (2 1) ( )d .
T

t
D t b b C s s    

证明  首先猜测最优值函数 ( , , )H t x s 满足如

下方程: 

 ( )1( , , ) exp e T tH t x s x


     

2( ) ( ) ,bC t s D t   (15) 

其中边界条件是
1( , , ) exp( )H T x s x


   , 由此得

到 ( ) 0C T  和 ( ) 0D T  .  

对式(15)的两边关于变量 , ,t x s分别求一阶和

二阶导数, 得 

 
 
 
 
 




( )

2 2 ( )

2 1 ( )

( )

2 2

1

2

2

4

2

2

2

e

e

2

2 e

e

2 (2 1

( )

(

)

4 ( )

)

( )

,

T t

T t

b T t

T t
t t t

b

x

xx

b
s

sx

b

b
ss

H

H

H b

H b s

H

H

H s C t

H x C D

H C t

H s

H H b b

b C

s C t

s t





















  



 



 





  

 

  

 


  


  



 (16) 

其中 tC 是 ( )C t 关于时间 t的一阶导数, tD 是 ( )D t
关于时间 t的一阶导数. 

将方程(16)代入 HJB 方程(13), 整理可得 
2

2
2

( )2 ( )
2

b
t ts C b C t D 


  

    
 

 

2 (2 1) ( ) 0.b b C t    (17) 

由方程(17)可以看出, 只有当变量 2bs 的系数

为 0 时方程才可以成立, 所以得到如下两个微分方

程: 
2

2

( )2 ( ) 0 , ( ) 0,
2tC b C t C T 





     (18) 

2 ( ) 0 , ( )(2 01) .t C t D TD b b     (19) 

求解方程(18)和(19)可以得到 

 
2

2 ( )
2

( )( ) 1 e ,
4

b T tC t
b

 



   (20) 

2( ) (2 1) ( )d .
T

t
D t b b C s s    (21) 

再将 xH 、 xsH 、 xxH 、 ( )C t 的表达式代入最优

(14) 
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投资策略式(10), 可得 

 

 

( ) 2 2

2

2
2 ( )

*

( ) 2 2

2

2
2 ( )

e ( )

( ) 1 e , ( , ) ,
2

( )
e ( )

( ) 1 e , ( , ) .
2

T t b

br T t

T t b

bR T t

s rr

r t x
r

t
s RR

R t x
R



















  



  



  
   

 
     

      
 

  
 

 

由于借贷的界限为 * ( )x t =0, 定义借贷曲线

( )t 的表达式为: 
( ) 2

2

e( )
T t bst






  

   

 
2

2 ( )( ) 1 e
2

bR T tRR
R

  
   

 
, (23) 

其中 {( , ) [0, ] | ( )}t x T R x t    ≥ , 即 ( )x t≥ 时, 
投资者不需要贷款; 相反, 当 ( )x t 时, 投资者

需要贷款, 且贷款的金额为 ( )x t . 
2.2  对数效用函数 

假定投资者的效用函数 ( )U x 是对数效用函数, 
即 

( ) ln , 0U x x x  . 

同样, 投资者的目标是使得终端财富的期望效用

达到最大, 即 
 ( , , ) ln ( ) ( )s ( ,Ε , )upH t x s X T X t x S t s


   

 (24) 
且满足边界条件 ( , , ) lnH T x s x . 

定理 2  对数效用函数下的最优投资策略为 

2 2
*

2 2

( ) , ( , ) ,
( )

( ) , ( , ) .

b

b

x r t x
st

x R t x
s










    


 (25) 

证明  定义一个 Legendre 转换 

0

ˆ {( , , ) sup ( , , ) } ,
v

H t s vH xt s z z


   (26) 

0
ˆinf{ | ( , , )( , , ) ( , , )},

x
x H t s z zx H tg t z s zs


 ≥

 (27) 
根据该变换, 可以得到如下关系式: 

ˆ ( , , ) ( , , ) ( , , ) ,H t s z H t s g zg t x z   (28) 
ˆ( , , ) , zg t s z x g H   , (29) 

2

ˆ 1, , ,ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ, , .ˆ

sz
v vs vv

zz zz

t t s s ss ss
zz

HH z H H
H H

HH H H H H H
H


    



    


 (30) 

将式(30)代入式(13)和(12)中, 分别得到微分

方程和最优投资策略 * ( )t : 
2 2 21ˆ ˆ ˆ

2
b

t s ssH zx H s H s        

2
2

2 2

( ) ˆ ˆ ( ) 0
2 zz szb z H H zs

s
 

 



   , (31) 

*
2 2

ˆ ( ) ˆ( ) zz
szb

H rt H s
s






  . (32) 

再对式(31)关于 z求导，可得 
2 2 21

2
b

t z s ssg g z g s g s g          

2 2
2

2 2 2 2

( ) ( )
2z zzb bzg z g

s s
   
 
 

   

( ) 0szsz g   . (33) 

另外 , 将 ˆ ˆ,zz z zs sH g H g    代入式(32), 得
到最优投资策略为 

*
2 2

( )z
t sb

g r g s
s






   . (34) 

现令效用函数为 ( ) ln , 0U x x x  , 利用

Legendre 转换, 可得 
ˆ ( ) ln 1H z z   . (35) 

引入关于 ,t s的函数 ( , )f t s 和关于时间 t的函

数 ( )q T t . 再令 

 

1( ) ( , ) ( ),

, ( ) 1, ( ) 0,

g t,s,z f t s q T t
z

f T s T q T

   

  

 (36) 

将式(36)代入式(33)得到 
2 2 21( ) ( ) 0,

2
b

t tt t
sq T t s f f q T t

z z


         

 (37) 
其中 ( )tq T t 是 ( )q T t 关于时间 t 的一阶导数 , 

,t ttf f 是 ( , )f t s 关于时间的一阶导数和二阶导数. 
对方程(37)分离变量可得如下两个微分方程: 

( ) ( ) 0,
( ) 0.
tq T t q T t
q T

   



 (38) 

 

2 2 21 0,
2

, ( ) 1.

b
tt s

ss f f
z z
f T s T


   


 

 (39) 

(22) 
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再求解微分方程式(38)和(39), 得 
( )( , ) 1 , ( ) e T tf t s q T t     , (40) 

从而得到 ( )1( , , ) e T tg t s z
z

   . 最后将 sg 、 zg 代入

式(34)中得到 

2 2
*

2 2

( ) , ( , )
( )

( ) , ( , ) .

b

b

x r t x
st

x R t x
s










    


 (41) 

由于借贷的界限为 * ( ) 0x t  , 定义借贷曲

线 1( )t 的表达式为: 

1 2 2

( )( ) ,b

x Rt
s







  (42) 

得到 1{( , ) [0, ] | ( )}t x T R x t    ≥ , 即 1( )x t≥
时, 投资者不需要贷款; 相反, 1( )x t 时, 投资者

需要贷款, 且贷款的金额为 1( )x t . 

3 结论分析与数值算例 

3.1  结论分析 
定理 1表明: 当投资者的效用函数满足指数效

用, 且其财富和借贷曲线之间的关系满足 ( )x t≥
时, 投资者的最优投资策略为式(14)中的第一式; 
若 ( )x t , 则为式(14)的第二式. 此时投资者需要

从银行借款, 借款的金额应为 ( )x t . 另外还可

以从定理 1 发现: (1)借贷曲线与风险厌恶系数 有

负相关关系, 即随着 增大, 借贷曲线在减小, 这
表明风险厌恶系数 越大, 相应的借贷界限会越

低, 在同样的财富下, 投资者会更愿意向银行借款; 
(2)借贷曲线是时间T的减函数, 投资期限越长, 借
贷曲线的值就会越低, 从而在其他参数值一样的

情况下, 投资者就会向银行借款; (3)风险资产的波

动率参数 b是借贷曲线的减函数, 因为参数 b越大, 
说明风险资产的波动率就会越大, 所以借款曲线

在增大.  
从定理 2 可以得到, 当投资者的效用函数满足

对数效用函数时, 借贷曲线与各参数的关系和定

理 1 中一样. 
3.2  数值算例 

通过数值计算来分析模型主要参数对效用函

数为对数函数的最优投资策略 * ( )t 的影响, 其中

取 =0.05R , 0.06  , 0.5b   , 0.08  , 10x  , 
2s  . 最优投资策略的参数影响如图 1~3 所示. 

 

 
图 1  参数 x、 对最优投资策略的影响 

 
图 2  参数 、R对最优投资策略的影响 

 
图 3  参数 s、b对最优投资策略的影响 

从图 1 可以发现 、x与最优投资策略之间呈

正相关关系. 因为  表示风险资产的预期回报率, 
当  逐渐增大时, 表示投资在风险资产上的收益

会增大, 从而投资者愿意加大对风险资产的投资. 
另外, 当投资者的初始财富越多时, 投资者自然会

增加风险资产的投资数量, 即 x越大, 最优投资策

略的值越大. 从图 2 中可以得到最优投资策略随着

 、 R的增大而减小.  是风险资产的波动率, 波
动率越大, 说明风险资产的价格波动就会越大, 投
资者的目标是为了获得最大的收益, 所以随着
的增大自然会减少对风险资产的投资. 此外, R是
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贷款的利率, 贷款利率越高, 投资者越不愿意贷款, 
因此会减少对风险资产的投资. 最后从图 3 可以看

到 * ( )t 和参数 b是负相关的系. 从风险资产的价

格动态可知风险资产价格的波动率是关于其价格

的一个函数, 也就是说价格也会影响波动率. 当b
小于 0 时, 参数b越大则风险资产的波动率就会越

小, 因此股票价格的市场风险越小, 投资者自然选

择加大对风险资产的投资.  

4 结论 

本文研究了基于存贷利差和常弹性方差模型

的最优投资组合问题, 通过 HJB 方程和最优一阶

条件, 得到了指数效用和对数效用函数下最优投

资策略的解析解. 结果表明: (1)投资者是否借贷是

由借贷曲线和投资者的财富 x共同决定的; (2)在指

数效用函数下, 随着风险厌恶系数 和时间 t的增

大, 投资者的借贷曲线在减小; (3)在对数效用函数

下, 借贷曲线与风险厌恶系数 和时间 t均无关, 
仅与投资者的财富和风险资产的价格有关; (4)在
指数效用函数和对数效用函数下, 参数b均与借贷

曲线呈负相关关系. 
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Optimal investment strategies based on deposit-loan spread and 
constant elasticity of variance model 

CAI Jiangjia, LI Quan 
( School of Mathematics and Statistics,  Ningbo University,  Ningbo 315211,  China ) 

Abstract: The asset price venturing processes are assumed to fit a constant elasticity of variance model. The 
optimal portfolio strategies are studied with different borrowing interest rates. With the exponential utility 
function and the logarithmic utility function, the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman equations are 
established, and the explicit solutions of the optimal investment strategies are obtained with the corresponding 
utility functions using stochastic control theory and Legendre transformation. Finally, some numerical examples 
of the optimal investment strategies are given and an explanation in economics is also provided. 
Key words: constant elasticity variance; optimal investment; Legendre transformation 
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