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kagome 晶格中无序和自旋交换作用对
量子霍尔电导率的影响 

胡凌志, 商敬龙, 江红民* 
（宁波大学 物理科学与技术学院,  浙江 宁波 315211） 

摘要: 数值计算了 kagome 晶格中无序和海森堡交换相互作用下的量子霍尔效应, 其中无序包括

非磁性杂质和磁性杂质, 相互作用包括近邻的铁磁和反铁磁海森堡交换相互作用. 计算结果表

明, 非磁性和磁性无序增强将导致量子化的霍尔电导平台从高朗道能级到低朗道能级逐步被破

坏. 除了破坏霍尔电导平台, 磁性杂质还可以解除自旋简并, 使系统发生从非常规量子霍尔效应

到常规量子霍尔效应的转变. 对于自旋交换作用影响下的霍尔电导, 铁磁相互作用同样会使系

统发生从非常规量子霍尔效应到常规量子霍尔效应的转变, 而反铁磁相互作用却对系统的量子

霍尔电导没有影响. 这暗示着在 1 / 2S  的反铁磁 kagome 体系中形成的量子自旋液体仍然保有

零能隙的特征. 
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量子霍尔效应是凝聚态物理中在低温和强磁

场下一个有趣的电子输运现象. 研究人员首先在

二维半导体系统中发现了整数量子霍尔效应, 随
着朗道能级被逐级填满, 霍尔电导呈现为等距的

阶梯状平台 22 / , 0, 1, 2,xy ne h n    , 被称作

常规量子霍尔效应. 随着提取和制备技术的发展, 
一种以碳原子紧密堆积成单层二维蜂窝状晶格结

构的石墨烯材料问世. 石墨烯的导带和价带通常

在布里渊区的 6 个角出现接触点, 形成无能隙的半

金属, 而这些接触点则被称为狄拉克点. 同时在接

触点处由于能带的线性色散关系, 电子的行为由

无质量的狄拉克费米子来描述[1]. 单层石墨烯呈现

出一种区别于传统二维半导体的量子霍尔效应
24( 1 / 2) / , 0, 1, 2,xy n e h n       , 通常被称作

非常规量子霍尔效应, 其中半整数量子化是由于

狄拉克点处发生贝利相变 π . 后来发现的在零磁

场中的反常量子霍尔效应, 其原因是强的自旋轨

道耦合充当了有效 Zeeman 场. 近些年来, 一类具

有 kagome 晶格结构的二维材料引起了人们极大的

研究兴趣[2-15]. kagome 晶格是石墨烯蜂巢晶格结构

的一个简单变形, 其能带结构还保留有蜂巢晶格

结构的特征, 能带中的两个色散带与石墨烯相同, 
存在线性色散关系的狄拉克带. 另一方面, kagome
晶格是一种由对顶三角格子组成的特殊结构, 并
导致 kagome 晶格体系除了两个色散能带之外, 还
存在一个几乎无色散的平带, 同时, 对顶三角格子

的特殊结构在电子间存在相互作用时表现出强的

几何阻挫效应. 因此, kagome 晶格结构材料是同时

研究狄拉克能带、平带和几何阻挫效应的一个绝佳

体系.  

在量子霍尔效应中, 杂质是一个饶有兴趣的

科学问题. 虽然直到目前仍存在争议, 在 Laughlin
的规范理论中, 必要的杂质效应导致的朗道能级

展宽是理解量子化霍尔电导的关键因素之一 [16], 
而较强的无序却会破坏霍尔电导平台[17-18]. 尽管

之前已有理论工作对二维电子气和石墨烯中非磁
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性无序对量子霍尔效应的影响进行过研究 [17-18], 
然而在 kagome 晶格体系的量子霍尔效应中, 类似

的研究特别是方向随机的磁性无序对霍尔电导的

影响却少有. 不仅如此, 近几年一系列具有磁性相

互作用的 kagome 晶格结构的材料相继被合成和制

备出来, 其中具有强烈几何阻挫的反铁磁相互作

用的 kagome 晶格体系被认为是发现量子自旋液体

态的理想材料, 特别是 1 / 2S  的 kagome 晶格海

森堡反铁磁模型的基态是否存在能隙的问题, 引
起了广泛的争论[2-15]. 因此在 kagome 晶格系统中

考虑近邻电子之间的交换相互作用对量子霍尔效

应的影响不仅是描述实际材料的要求, 而且有助

于理解和甄别具有磁性相互作用的 kagome 晶格材

料中有可能呈现的一些新奇量子态.  
受此启发, 本文利用数值计算研究了无序和

海森堡自旋交换相互作用下 kagome 晶格中的量子

霍尔效应. 其中无序包括非磁性杂质和方向随机

的磁性杂质, 相互作用包括铁磁和反铁磁相互作

用. 根据已有的研究结果, 可以预见在一个强无序

的环境下, 量子霍尔平台会被破坏. 在磁性无序和

反铁磁相互作用下, kagome 晶格的量子霍尔效应

还会出现一些有趣的变化.  

1 理论和方法 

在一个二维的平行四边形 kagome 晶格体系中

研究杂质和交换相互作用对霍尔效应的影响. 如
图 1 所示, 体系的大小为 x yN N N  , 其中 xN 和

yN 代表两条边中格点的个数; A、B 和 C 分别代表

3 种不同的晶格点; a1和 a2是晶格单位矢量; 1 、

2 、 3 和 4 指从 B 类格点跃迁至最近邻格点(A 类

和C类格点)的跃迁积分; (ix,iy)代表格点的坐标. 对
kagome 晶格平面施加一个垂直方向的均匀磁场

ˆzbeB , 这里取垂直于体系平面的方向为 z轴. 仅
考虑最近邻相互作用时, 系统紧束缚的哈密顿量

为 
i † †

, , , ,
,

(e h.c.)ij
i j i i

i j i

H t c c c c
        , (1) 

式中: †
,ic  和 ,ic  指在位置 i处产生和湮灭一个自旋

,  的电子; , =2π ( ) di

j
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e A r r
h

 
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用来计算派

尔斯相; t和  分别是最近邻相互作用的跃迁积分

和化学势, 计算中 1t  为常数, 0  .  

 
图 1  kagome 晶格结构 

为了研究系统中无序的影响, 分别考虑非磁

性杂质和方向随机的磁性杂质, 杂质的哈密顿量

表示为 
†

s s , ,i i i
i

H P c c  , (2) 

†
m m( )i i i

i
H P c c     

  , (3) 

式中: siP 为格点 i 处非磁性杂质的强度; miP

为格

点 i处磁性杂质的强度和方向;   为泡利矩阵.  
而近邻电子之间的交换相互作用则可以表示

为: 
 

,
i jJ ij

i j

H J S S   . (4) 

对交换相互作用使用平均场方法, 可以得到

以下结果: 
 
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上述计算中考虑各向同性的情况, 其中 0ijJ 
表示反铁磁相互作用, 0ijJ  为铁磁相互作用. 将
哈密顿量对角化后, 使用 Bogoliubov-de Gennes 方
程可得: 
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式中: ,
n
ju  和 ,

n
ju  是位置 j 处本征能量为 nE 的本征

矢; miP 为格点 i处磁性杂质 miP

的强度大小;  、

分别为磁性杂质方向的极角和方位角. 计算中令

通过体系中每个六边形的磁通量为 3 / M  个磁

通量子, 则通过体系的总磁通量 4 / 9t N  应为

整数. 计算中 M 的取值决定了通过每个六边形的

磁通量大小, 因此, 不同的M代表了不同的磁场强

度. 取体系大小为 300 10x yN N N    , 选择朗

道规范  ( ) 0, ,0A r Bx


, 因此, y方向上满足周期性

边界条件 . 同时 , 沿着 x 方向利用磁平移条件

+ exp i2 ( )rR r

eu u A R r
h

    
 

   , 使得 x 方向上的边界

条件放宽到只需要保持通过体系的总磁通量为整

数即可, 于是可以在固定体系大小的情况下计算

多个不同磁场强度的情况, 计算时取M=600、800、
1 200, 分别对应 3 种不同大小的磁场强度. 将方程

(9)对角化后, 再将其中一个自旋分量对应的本征

矢量和本征能量代入久保公式, 就能计算出霍尔

电导,  
2
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式中: 因子 2 表示自旋简并度; m 、 n 分别对应

本征能量为 mE 和 nE 的本征矢.  

2 结果和讨论 

首先计算纯净系统中通过 kagome 晶格平面不

同磁通量下的量子霍尔效应. 图 2所示为 600M  、

800、1 200 时系统的霍尔电导率, 显然该系统的量

子霍尔效应与石墨烯晶格中一致, 霍尔电导呈现

半整数量子化 2 2
s ( / ) ,/ /1 2xy e g nv h he    n   

0, 1, 2,   , 上式中简并因子 s 4g  表示每个朗道

能级包含 2个自旋分量和 2个不等价的狄拉克谷点, 
整数 v 在图中以数字标示在对应的量子霍尔电导

平台上. 与二维电子气系统中常规的量子霍尔效

应类似, 霍尔电导随着费米能 FE 的变化都呈现为

等距的阶梯状, 每当一个朗道能级被填满时霍尔

电导就增加一个量子数. 然而从图中可以发现并

不存在 0xy  的平台, 这是因为 kagome 晶格中的

载流子是无质量的狄拉克费米子, 其中霍尔电导

的半整数量子化是在狄拉克点处贝利相位发生 π
的突变的结果. 随着磁通量的增大, 系统的朗道能

级随之改变, 霍尔电导图中每个平台的宽度也相

应地变宽, 从图中也能清楚地看到, 通过整个晶格

平面的磁通量的改变并不影响霍尔电导的量子化

特性.  

 
图 2  霍尔电导随费米能的变化关系 

为了研究 kagome 晶格系统中无序对霍尔效应

的影响, 在系统中随机选取一半格点掺杂大小随

机分布在 s s[ , ]P P 之间的非磁性杂质, 于是 sP代表

了无序的大小. 图 3(a)是当 1 200M  时, 系统中含

不同非磁性杂质强度的霍尔电导. 图中实线代表

s 0P  即系统无杂质的霍尔电导. 可以看出, sP   
0.15时的无序强度相对较低, 几乎所有霍尔电导平

台都保持着量子化, 这表明系统的量子霍尔效应

在弱无序状态下是稳定的. 当 s 0.75P  时, 仅有

2, 6, 10v     的平台仍是量子化的. 当 sP增加到

1.5 时, 绝大多数平台都已经被破坏, 仅有 2v  
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的平台保持完整. 可以预测当杂质的强度增大到

某一值时, 所有的霍尔平台都会被破坏, 系统的霍

尔效应将不再有量子化的性质. 因此, 计算结果表

明, 在 kagome 体系中, 随着无序强度逐渐增大, 
霍尔电导从高朗道能级到低朗道能级逐步破坏量

子化, 对应朗道能级越低的平台具有越稳定的性

质, 这种无序对量子霍尔效应的影响和石墨烯晶

格是一致的.  
然而, 在包含磁性杂质情况下霍尔电导出现

了一些有趣的变化. 与系统中含非磁性杂质的研

究方法类似, 同样在样品中随机选取一半格点加

入杂质强度分布在 m m[ , ]P P , 方向随机分布在

[0, π)  、 [0,2π) 的磁性杂质, 结果如图 3(b)
所示. 图中虚线是 0.15mP  的霍尔电导随费米能

的变化关系, 尽管此时无序程度较弱, 对原有的霍

尔平台几乎没有影响, 但在原来相邻的两个平台

中间诱导出新的平台, 导致体系发生从非常规量

子霍尔效应到常规量子霍尔效应的转变. 没有杂

质时, 每个朗道能级 sign( ) 2 | |n fE n v n Be  具有

自旋和狄拉克谷点简并度. 当加入磁性杂质时, 打
破了自旋简并, 只剩下狄拉克谷点二重简并度, 相
应的霍尔电导简并系数从 s 4g  变为 s 2g  , 同时

使得原朗道能级发生劈裂变为 sign( )n fE n v    

m2 | | in Be P   
  , 导致原来相邻的两个平台中

间出现新的平台. 值得注意的是, 最近在反常量子

霍尔效应实验中, 当局域磁矩随机反转时观察到

了类似的非零霍尔电导平台向零霍尔电导平台的

转变[19-20], 期望以上计算的量子霍尔电导的平台

转变能够在掺有磁性杂质的 kagome 晶格体系的量

子霍尔效应中观察到. 当 mP 逐步增大时, 霍尔电

导呈现与图 3(a)相似的破坏平台的过程, 同时由于

自旋劈裂随着 mP 增大而相应地增大, 0v  的平台

宽度也逐步增大.  
最后计算近邻电子之间的磁性相互作用对量

子霍尔效应的影响. 图 4(a)展示了在铁磁相互作用

0ijJ  下体系的霍尔电导率, 从图中可以看到, 铁
磁相互作用使系统由非常规量子霍尔效应转变为

常规量子霍尔效应 22 / ,xy ne h   这与图 2 纯净系

统的非常规霍尔电导形成了鲜明的对比. 值得注

意的是, 在各向异性的 kagome 晶格中也有类似的

从非常规量子霍尔效应转变为常规量子霍尔效应

的现象[21]. 同时由于在 1/3 填充时有零霍尔电导平

台的出现, 可以知道在铁磁相互作用下体系在 1/3
填充时存在能隙. 对比铁磁相互作用, 反铁磁相互

作用则对体系的霍尔电导平台没有影响, 结果如

图 4(b)所示, 可以看到量子霍尔电导仍是非常规的

类型. 这个结果意味着在自旋为 1/2 的反铁磁交换

相互作用形成自旋液体的机制下, 体系的量子霍

尔效应保持不变, 同时也暗示着在自旋为 1/2 的反

铁磁交换相互作用下, 体系和原来系统一样具有

零能隙的特征, 此特征有助于从实验上探测和研

究自旋液体的激发特性和形成机制.  

3 总结 

本文计算了非磁性和磁性无序以及海森堡自

旋交换作用对 kagome 晶格量子霍尔效应的影响. 

   
图 3  不同强度非磁性和磁性无序下霍尔电导随费米能的变化关系(M=1 200) 
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结果表明在纯净的情况下, kagome 晶格呈现出和

石墨烯一样的非常规量子霍尔效应. 当存在非磁

性和磁性无序时, 随着无序强度逐渐增大, 霍尔电

导平台的破坏从高朗道能级对应的平台开始, 逐
步向低朗道能级对应的平台进行, 朗道能级越低

的平台表现出越稳定的特性. 磁性杂质除了破坏

霍尔电导平台外还可以解除自旋简并, 使系统发

生从非常规量子霍尔效应到常规量子霍尔效应的

转变. 在近邻电子之间的铁磁性相互作用下, 同样

能使体系转变为常规的量子霍尔效应, 并且由于

在 1/3 填充时有零霍尔电导平台的出现, 表明在铁

磁相互作用下体系在 1/3 填充时存在能隙. 然而在

反铁磁相互作用下, 体系的霍尔电导仍然是原来

的非常规类型. 这意味着在 1 / 2S  的反铁磁交换

相互作用形成量子自旋液体时, 体系仍保持原来

的非常规量子霍尔效应, 同时也暗示着在 1 / 2S 
的反铁磁交换相互作用下, 体系和原来的系统一

样具有零能隙特征.  
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Influence of disorder and spin exchange interaction on quantum Hall 
conductivity in kagome lattice 

HU Lingzhi, SHANG Jinglong, JIANG Hongmin* 
( School of Physical Science and Technology, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The quantum Hall effect under the disorder and Heisenberg exchange interaction in kagome lattices 
are numerically calculated. The disorder includes non-magnetic impurities and magnetic impurities, and the 
interaction contains the nearby ferromagnetic and antiferromagnetic Heisenberg exchange interactions. The 
calculated results show that the enhancement of non-magnetic and magnetic disorder will cause the quantized 
Hall conductance platform to be gradually destroyed from the high Landau energy level to the low Landau 
energy level. Except for destroying the Hall conductivity platform, magnetic impurities can also lift spin 
degeneration, causing the system to undergo a transition from an unconventional quantum Hall effect to a 
conventional one. For the Hall conductance under the influence of Heisenberg spin exchange interactions, the 
ferromagnetic interaction will also trigger the system to undergo a transition from unconventional quantum Hall 
effect to conventional one, while antiferromagnetic interaction has no effect on the quantum Hall conductivity. 
This implies that the quantum spin liquid formed in the S=1/2 antiferromagnetic kagome system still retains the 
characteristic of zero energy gap. 
Key words: quantum Hall effect; quantum spin liquid; disorder; spin exchange interaction 
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