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移动荷载作用下离散支承曲线轨道振动特性分析 
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摘要: 针对地铁隧道中曲线轨道的振动问题, 将整体式轨道视为单层离散支承 Euler 梁, 利用振

型叠加法和 Runger-Kutta 法得到了移动荷载作用下曲线梁径向、竖向和轴向挠度以及扭转位移

的时程响应解答, 通过参数敏感性分析, 揭示了不同工况下曲线轨道的空间振动特性. 计算结果

表明: 在目前列车速度下, 列车移动荷载近似于准静态荷载作用, 轨道梁的位移曲线呈对称分 
布; 钢轨扣件间距对位移影响较小, 扣件支承刚度是影响钢轨位移的主要因素; 随着速度的增 
加, 横向荷载作用方向发生改变, 径向位移和扭转变形先减小后增大, 存在一个理想车速; 曲线

半径对径向位移和扭转变形影响较大, 对竖向位移影响不明显, 在曲线半径增加情况下, 可以适

当增加超高角以减小径向位移和扭转变形. 
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由于地形、地质条件和地下建筑物等原因, 轨

道交通线路往往需要设置大量的曲线线路, 小半

径的曲线地铁线路也在逐渐增多[1-3]. 列车在曲线

轨道上运行产生的振动响应问题较之直线轨道更

为严重. 直线轨道只承受车辆的竖向荷载, 而曲线

轨道内外轨高差使得钢轨需要承受横向荷载, 且

受速度影响明显. 如横向振动产生轨道波磨问题

会对轨道和列车车轮产生很大影响, 关系到列车

的行车安全[4]. 曲线轨道的振源频率更广、振动幅

值更大、横向加速度响应更为明显. 根据实测数 
据[5], 地铁列车通过曲线轨道时地表 50 m 范围内

的水平向振动加速度有效值可达竖向的 2~4 倍. 随

着城市曲线线路增多, 曲线轨道的振动问题逐渐

受到关注[6-8]. 
国内外很多学者对曲线轨道的振动问题进行

了研究. Dai 等[9]采用三角级数法对单层连续支承

曲线梁的振动响应进行了研究, 分析了扣件阻尼、

曲线半径、移动速度等因素对曲线梁各向位移的影

响, 但没有考虑轨道离散支承的影响. 刘维宁等[10]

将曲线轨道简化为周期性离散支承曲线梁, 首次

推导出离散支承下曲线 Timoshenko 梁平面外振动

响应的解析解, 发现曲线梁振动响应与荷载速度

密切相关, 但没有对平面内的振动响应进行进一

步分析. 王开云等[11]采用 Ritz 法得到了离散支承

型 Euler 梁的扭转振动方程, 研究了直线梁的振动

响应, 但忽略了曲率对梁扭转振动的影响. 杜林林

等[12-13]利用周期性结构原理, 将曲线轨道视为离

散支承结构, 在频域下分析了曲线梁扭转振动响

应; 并用基于模态叠加法分析了移动简谐荷载下

曲线轨道的空间振动特性, 得到了频域下曲线梁

的响应解答, 但其曲线轨道位移的频域解答过程

较复杂繁琐, 一般用来分析轨道位移的频谱响应

特征. 时域解答更为直观, 可以直接得到轨道位移

随列车移动时的振动响应, 当移动荷载为简谐荷

载时, 也可分析轨道频率特性. 总的来看, 目前时

域解答多针对连续支承曲线轨道的情况, 较少反
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映离散支承的影响. 地铁轨道是由一个个离散的

扣件支承而成, 因此离散支承的影响不可忽视. 
本文采用时域分析方法对离散支承曲线轨道

的振动特性进行分析, 揭示曲线轨道时域下的空

间振动特性. 以地铁隧道内的整体式曲线轨道为

例, 首先基于振型叠加法推导出离散支承下曲线

轨道的空间振动常微分方程, 然后利用 Runger- 
Kutta 法, 采用 Matlab 软件编程求解该方程, 分析

移动荷载下离散支承曲梁平面内外的振动特性 , 
最后对比不同工况下的轨道位移响应, 以期为曲

线轨道的减振提供参考. 

1 曲线轨道振动响应求解 

1.1 曲线梁振动方程 
考虑到隧道质量和刚度远大于钢轨, 隧道可

视为固定端, 将整体式曲线轨道简化为单层离散

支承的 Euler 长梁. 假定曲线梁为等截面均质梁, 
曲率半径为常数且远大于梁截面尺寸, 按照右手

螺旋法建立坐标系(图 1). 钢轨受力计算模型如图

2 所示, 其振动方程如式(1). 

 
图 1  整体式轨道位移示意图 

 
图 2  钢轨截面受力图 
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式中: ρ 和 A 为曲线梁的密度和截面积; u 为 x 方向

位移(径向位移); v 为 y 方向位移(竖向位移); w 为 z
方向位移(轴向位移); β 为扭转变形; Ix 为绕 x 轴的

惯性矩; Iy 为绕 y 轴的惯性矩; Ip 为截面极惯性矩; J
为扭转常数; E 和 G 分别为曲线梁的弹性模量和剪

切模量; kx 和 cx、ky 和 cy、kz 和 cz 分别为 x、y、z
方向的弹簧刚度和阻尼系数; fv 和 fh 分别为作用在

曲梁顶端的竖向和径向荷载; h 为梁顶部与中性轴

之间的距离; R 为曲线梁的半径; zn 为第 n 个扣件位

置, 等于 c( )1n d ; cd 为扣件间距; 列车速度为 V. 
1.2 振动方程求解 

利用振型叠加法求解方程(1), 根据 Euler 梁理

论, 其振型函数可采用简支梁正则振型函数, 其表

达式为:  
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式中: ( )iY z 为正则振型函数; ( )iq t 为对应的时间

y 
x 

z 

v u 

β 

w
L 

R 

y 

x 

mcg 

θ 

fh 

h 

kx 

fv 

mc(V2/R) 

Ct 

ky 

Cx 

kt 

Cy 



 
76 宁波大学学报（理工版） 2021  

 

坐标函数; nm 为振型数目.  
对于 Euler 长梁, 其振型函数可表示为[14]:  
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将正则振型函数代入式(1), 经过傅里叶变换

并简化, 可将偏微分方程变换为如下常微分方程:  
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式(3)各系数为:  
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对方程组(3), 可写成如下矩阵形式: 
,   MX CX KX P  (4) 

其中:
m mu1 u 2 u v1 v2 v w1 w2, , , , , , , , , , ,{ n nq q q q q q q q   X  

m m

T
w β1 β 2 β, , ,, }n nq q q q 利用 Runger-Kutta 法求解式(4). 

1.3 计算结果验证 
经计算振型数目取 120 能满足计算精度要求

(图 3). 为验证本文所采用计算方法的准确性, 参

照文献[13]模型参数(表 1), 将本文计算结果与文

献[13]结果进行对比. 
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图 3  竖向位移幅值随模态数目的变化 

表 1  T60 钢轨及 DTVI2 扣件参数[13] 

参数 数值 参数 数值 
E/GPa 200 kx/(N·m-1) 2.50×107 

ρ/(kg·m-3) 7 830 cx/((N·s)·m-1) 1.67×104 
G/GPa 83.33 ky/(N·m-1) 4.00×107 
A/m2 7.745×10-3 cy/((N·s)·m-1) 3.00×104 
Ix/m4 3.217×10-5 kz/(N·m-1) 2.50×107 
Iy/m4 5.280×10-6 cz/((N·s)·m-1) 1.67×104 
Ip/m4 3.740×10-5 kt/((N·m)·rad-1) 2.25×105 
J/m4 2.151×10-6 ct/((N·m·s)·rad-1) 160 
h/m 0.13 mc/kg 8 000 
θ/(°) 5 L/m 60 
R/m 300 V/(km·h-1) 80 

图 4 为本文计算方法与文献[13]的对比结果. 
从图 4 可知, 两者径向位移、竖向位移和扭转变形

响应结果基本一致, 表明本文计算方法准确、可行. 
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图 4  曲线梁径向、竖向位移与扭转变形对比 

2 曲线轨道振动特性分析 

基于上述轨道参数, 对曲线轨道的时域振动

特性进行分析, 研究扣件、曲率半径、超高角以及

荷载列车速度对曲线轨道动力响应的影响. 结果

发现, 径向位移与扭转变形的变化规律相似(都与

hf 的变化有关). 因此, 仅分析竖向挠度、径向挠度

的响应规律. 选取曲线轨道中点(支点处)的位移响

应进行分析.  
2.1 扣件影响 

在我国轨道交通系统中, 扣件间距大部分采

用 600~650 mm, 而国外则相对较大, 如新加坡整

体式道床扣件间距为 700 mm. 相比之下, 我国采

用的扣件间距比较保守, 在一定程度上提高了成

本, 增加了后期维护的费用. 扣件对于钢轨有两大

影响因素: 扣件间距和支承刚度. 选取曲线半径

300 m 下 10~40 MN·m-1 的支承刚度, 600~700 mm
扣件间距进行分析, 结果如图 5 和图 6 所示.  

从图 5 和图 6 可知, 钢轨的位移变化量随着支

承刚度的增加而减小, 随着扣件间距的增大而增

大. 当扣件间距为 600 mm、支承刚度为 40 MN·m-1

时, 竖向位移有最小值 0.75 mm; 当扣件间距为

700 mm、支承刚度为 10 MN·m-1 时, 竖向位移有最

大值 2.38 mm. 在荷载作用下, 钢轨位移受扣件支

承刚度影响较大, 受扣件间距影响较小. 以钢轨间

距 650 mm 为例, 径向支承刚度从 6.25 MN·m-1 增

加到 25 MN·m-1 时, 径向位移减小了 66.8%, 竖向

支承刚度从 10 MN·m-1 增加到 40 MN·m-1 时, 竖向

位移减小了 64.8%; 在竖向支承刚度为 40 MN·m-1

时, 扣件间距从 700 mm 减小到 600 mm 时, 竖向位

移仅从 0.84 mm 减小到 0.75 mm, 变化量很小. 因

此, 在移动荷载作用下减小扣件间距对减小钢轨

位移的影响并不明显, 增加扣件支承刚度则能有

效减小钢轨产生的位移. 
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图 5  不同支承刚度下径向位移随扣件间距的变化 
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图 6  不同支承刚度下竖向位移随扣件间距的变化 

2.2 半径影响 
由于横向曲率的存在, 曲线轨道的振动较直

线轨道更为复杂, 曲线半径是关键因素. 以列车速

度 20 m·s-1 为例, 半径 300~1 500 m, 轨道超高角为

5º, 超高为 120 mm, 满足规范里对超高上限的要

求[15].  
图 7 为不同曲线半径时径向位移峰值的变化

曲线. 从图 7 可知, 随着半径增加, 径向位移方向

发生改变, 从负值变为正值, 当曲线轨道半径增加

至 500 m 时, 径向位移为零. 直梁因没有承受横向

力, 所以径向位移始终为零. 这表明列车速度和超

高角一定时, 可以选择合适的曲线半径使得径向

位移为零.  
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图 7  不同曲线半径时径向位移峰值的变化 

图 8 为不同曲线半径时竖向位移峰值的变化. 
从图 8 可看出, 在列车运行速度范围内, 竖向位移

基本不随半径增加而发生变化, 且与直梁相差极

小, 其主要原因是竖向振动荷载随曲线半径的变

化不明显. 可见, 当列车设计速度和设计超高角确

定后, 可以确定最佳的曲线半径, 使得径向的振动

位移最小. 
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图 8  不同曲线半径时竖向位移峰值的变化 

2.3 超高角影响 
曲线轨道正是由于超高角的存在, 使得部分

惯性力与重力分力平衡. 因此, 从横向荷载传递来

看, 超高角能减小钢轨所受的横向荷载. 不同曲率

半径下径向位移和竖向位移随超高角的变化如图 9
和图 10 所示. 为更加直观地看出规律, 将图 9 数据

进行绝对值处理.  
从图 9 和图 10 可知, 曲线轨道超高角对径向

位移的影响比竖向位移更明显. 半径不变时, 随着

超高角的增加, 径向位移幅值先减小后增大, 在理

想超高角( 2 1arctan( ( ) )V gR  )时径向位移为零 . 
例如, 轨道半径为 600 m, 列车运行速度为 20 m·s-1

时其理想状态超高角近似 4º. 随着轨道半径的增

加, 径向位移随超高角的变化规律趋于一致.  
当曲线半径较小时, 竖向位移随着超高角的

增加呈现先增加后减小的趋势; 当曲线半径不断

增大时, 竖向位移随超高角的增加逐渐下降. 这是

由于 fv 与重力分力和惯性力分力有关, 在小半径曲

线下, 惯性力分力增加量比重力分力减小量要多, 
因此竖向荷载增加, 从而造成竖向位移增加. 
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图 9  不同曲线半径时径向位移随超高角的变化 
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图 10  不同曲线半径时竖向位移随超高角的变化 

2.4 速度影响 
列车速度对曲线轨道振动响应有重要影响, 

鉴于三向位移变化规律相同, 以径向位移为例, 不

同速度下径向位移时程的变化如图 11 所示. 
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图 11  不同速度时径向位移时程的变化 

在目前列车速度下列车的振动荷载作用近似

于准静态荷载作用, 曲线轨道不会发生共振现象, 
最大位移出现在拾振点处. 事实上, 列车速度产生

的影响还与轨道超高角和曲线半径有关, 因此有

必要综合分析, 不同超高角和曲线半径下位移随
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速度的变化如图 12~15 所示.  
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图 12  不同超高角时径向位移随速度的变化 
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图 13  不同超高角时竖向位移随速度的变化 
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图 14  不同曲线半径时径向位移随速度的变化 
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图 15  不同曲线半径时竖向位移随速度的变化 

由图 12、13 可看出, 超高角对曲线轨道径向

位移、竖向位移影响较大, 但超高角变化对径向位

移和扭转变形的影响更大; 超高角越小对应的理

想车速也越小. 荷载移动速度对曲线轨道径向位

移影响更加明显, 特别是当列车速度大于理想车

速后, 径向位移随速度的增加值远大于竖向位移. 
由图 14、15 可发现, 半径对曲线轨道径向位移和

竖向位移有显著影响, 随着半径的增加, 各向位移

变化曲线的斜率逐渐减小, 在大半径曲线轨道中

速度对曲线轨道动力响应的影响较低. 可见, 列车

在小半径曲线轨道运行时要将速度控制在理想车

速附近, 以减小轨道产生更大的径向位移. 

3 结论 

(1)扣件的支承刚度是影响曲线轨道位移幅值

的主要因素, 减小扣件间距并不能有效减小钢轨

产生的位移, 增加扣件支承刚度对钢轨位移减小

有明显作用. 
(2)在目前的列车速度下, 列车移动荷载近似

于准静态荷载作用, 钢轨不会发生共振, 最大位移

出现在拾振点处.  
(3)曲线半径、超高角、列车速度三者之间相

互影响, 列车径向振动存在一个理想状态. 随着半

径的增加, 横向荷载方向会发生转变, 导致径向位

移幅值先减小后增大. 
(4)荷载移动速度对径向位移、扭转变形影响

较大, 竖向位移受速度影响较小, 随着速度的增 
加, 径向位移和扭转变形的振动响应先减小后增

加, 中间存在理想速度状态. 
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Dynamic response solution of discretely-supported curved track 
under moving load 

ZHENG Chenchen1,2, HUANG Qiang1,2, LIU Ganbin1* 

( 1.Institution of Geotechnical Engineering, Ningbo University, Ningbo 315211, China;  
2.Collaborative Innovation Center of Coastal Urban Rail Transit, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: For the vibration of curved track in metro tunnel, the track is considered as a discretely supported 
Euler beam. Response solutions of radial, vertical and axial deflections and torsional displacements of curved 
track under moving loads are derived by mode superposition method and Runger-Kutta method. The space of the 
curve track vibration characteristics under different cases is established by parameter sensitivity analysis. The 
calculation results show that: When the train speed is low, the moving load is similar to the quasi-static load, and 
the displacement time history curve of distribution is symmetrical. The distance between rail fasteners has little 
effect on displacement, and the supporting stiffness of fastener is the main factor affecting rail displacement. 
With the increase of speed, the direction of the lateral load changes, and the radial displacement and torsional 
deflection first decrease and then increase, but the vertical displacement is hardly affected by the speed. The 
radius of the curve has a great influence on the radial displacement and torsional deflection, but has no obvious 
influence on the vertical displacement. When the radius of the curve increases, the super-elevation angle can be 
appropriately increased to reduce the radial displacement and torsional deflection. 
Key words: curved track; mode superposition method; track’s radius; deflection 
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