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摘要: 设 q 为 q 阶有限域, nq
 为 q 的 n次扩域. nq

 上形如
1

{ , , , }
nq q  


 的一组基称为 /n qq
 

的正规基, 此时 称为 /n qq
  上的正规元. 设 k 为 n的一个正因子, 用 kN 表示 /k qq

  的正规元

集合, 用 ,n kG 表示 nq
 中满足 ( )k nq q

   且
/ 1

0

kjn k q
kj





 N 的元素 的集合. 本文利用有限域上

线性化多项式的性质, 给出了 nN 与 ,n kG 的计数公式. 
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设 p为素数, n  且 2n≥ , q 表示特征为

p的 q阶有限域, nq
 为 q 的 n次扩域. nq

 上形如
1

{ , , , }
nq q  


 的一组基称为 /n qq
  的正规基, 此

时 称为 /n qq
  上的正规元. 设 ( )f x 是 [ ]q x 中的

n次不可约多项式, 如果它的所有根
1

, , ,
nq q  



在 q 上是线性无关的, 称 ( )f x 是正规多项式 [1]. 
对任意 ,nq 定义 的迹

1

( ) .
nq qTr    


     
更多有限域上正规基的相关知识可参考文献[1-2]. 

设 nN 为 /n qq
  的正规元集合, nG 表示 nq

 中

满足 ( ) nq q
   且 ( ) 0Tr   的元素 的集合. 显

然 n nGN . 
1942 年, Perlis[3]利用多项式环 [ ]q x 中的欧拉

函数以及 1nx  在 [ ]q x 中的分解, 证明了定理 1. 
定理 1[3]  设 , 1en p e ≥ , 则 n nGN . 
1986 年, Pei 等[4]证明了定理 2. 
定理 2[4]  设 n是一个与 p互异的素数, 且 q

是模 n的一个原根, 则 n nGN . 
2001 年, Chang 等[5]进一步证明了定理 1 和定

理 2 的充分条件也是必要的, 从而得到了定理 3. 
定理 3[5]  若 n nGN , 则 n是 p的方幂, 或n

是一个与 p互异的素数, 且 q是模 n的一个原根. 
2018 年, Huang 等[6]通过比较 nN 和 nG 的个数, 

利用线性化多项式给出了定理 1、定理 2 和定理 3
的一个统一且更为简洁的证明方法.  

Hachenberger[7]推广了上述定理. 熟知 /n qq
 

为 n次循环伽罗瓦扩张, 设 为 /n qq
  的循环伽罗

瓦群的生成元, 对于 n的每个正因子 k , 用 kq
 表

示 q 上 /n qq
  的唯一 k 次中间域 . 定义迹映射

/ 1

0
( ) ( )n kn k j

k j
Tr   




 , 其中 nq

  ; 显然 , 当
1k  时, n

kTr 即为前面定义的Tr . 设 kN 为 /k qq
 

的正规元集合, 用 ,n kG 表示 nq
 中满足 ( )k nq q

   , 
且 ( )n

k kTr  N 的元素 的集合. Hachenberger[7]利

用广义迹映射性质证明了定理 4. 
定理 4[7]  ,n n kGN 当且仅当 /n k是 p的幂, 

或 1,l ln r k r   , 其中 r是不同于 q 的特征的素数, 
且 lr 阶分圆多项式在 [ ]q x 上不可约. 

本文利用线性化多项式研究有限域上的正规

基, 主要是利用 1nx  的普通分解与对应的
nqx x

的符号分解来计算集合 nN 和 ,n kG 中的元素个数. 

1 线性化多项式 

线性化多项式的许多相关性质与结论可参考

文献[1,8-11]. 
定义 1[1]  设 nq

 为 q 的一个扩域. 形如 ( )L x   

0

im q
ii
x

 的多项式称作 nq
 上的线性化多项式(也

称 q -多项式), 其中 ni q
  . 

设 F 是 nq
 的一个扩域, ( )L x 是 nq

 上的 q -多
项式, 则任给 , , qF c    , 有: 
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( ) ( ) ( ), ( ) ( )L L L L c cL         . 

定义 2[1]  nq
 上的多项式

0
( ) m i

ii
l x x


 和

0
( )

im q
ii

L x x


 称互为 q -相伴. 特别地, ( )l x 是

( )L x 传统 q -相伴式, ( )L x 是 ( )l x 的线性 q -相伴式. 
定义 3[1]  设 1( )L x 和 2 ( )L x 是 nq

 上的两个 q -
多项式, 定义符号乘积为: 

 1 2 1 2( ) ( ) ( )L x L x L L x  . 

显然, nq
 上的两个 q -多项式的普通乘积不一

定是 q -多项式. 但 nq
 上的两个 q -多项式 1( )L x 和

2 ( )L x 的复合 1 2( ( ))L L x 仍是一个 q -多项式. 
引理 1[1]  设 1( )L x 和 2 ( )L x 分别是 q 上 1( )l x 和

2 ( )l x 的线性 q -相伴式, 则 1 2( ) ( ) ( )l x l x l x 和 ( )L x   

1 2( ) ( )L x L x 互为 q -相伴. 
推论 1[1]  设 1( )L x 和 ( )L x 分别是 q 上 1( )l x 和

( )l x 的线性 q -相伴式, 则 1( )L x 符号整除 ( )L x 当且

仅当 1( )l x 整除 ( )l x . 特别地, ( )L x 在 q 上符号不

可约当且仅当 ( )l x 在 q 上不可约. 
设 ( )L x 是 q 上的 q -多项式, 则 ( )L x 的 e 次符

号幂记作 ( ) eL x  . 设 ( )L x 和 ( )l x 互为 q -相伴, 若 

1
( ) ( ) i

r
e

ii
L x L x 


  

为 ( )L x 的符号分解, 其中 ( )( 1, , )iL x i r  为 q 上

两两符号互素的 q -多项式, 则 

1

( ) ( ) i

r
e

i
i

l x l x



 

为 ( )l x 的标准普通分解, 其中 ( )il x 为 ( )iL x 的传统
q -相伴式且 ( )il x 两两互素. 

2 nN 的计数公式 

设 , | .en mp p m   1
1 1 1, | , 0,ek m p m m e e ≥ ≥

则 1 2
1 2/ ( / ) .e e en k m m p m p   

引理 2[1] 
( )/ (

| | 1

)

1 ( ) ( ) ,
e e

j

d d
n p p

d d
d m d m j

x x h x
 




      (1) 

其中: ( )d x 表示 d阶分圆多项式, 其次数为 ( )d , 
且有 ( ) / ( )d d  个不同的首一不可约因子 ( )

jd
h x , 

每个次数均为 ( )d , 这里 ( )d 表示 d的欧拉函数, 
( )d 表示 q模 d的次数. 

设 ( )dΨ x 和 ( )
jd

H x 分别为 ( )d x 和 ( )
jd

h x 的线

性 q -相伴式. 
推论 2 

|

( )

|

/ ( )

1
( ) ( ) .

n e e

j

q p p
d dd m d m

d d

j
x x Ψ x H x

 
 


       (2) 

设 ( )
nqx xJ 表示 1nx  中所有不可约因子的

集合, 即式(1)中 ( )
jd

h x 的集合. 对式(2)中任一符号

不可约因子 ( )
jd

H x , 存在唯一的
nqx x 的符号极

大因子 ( )
jd

K x , 使得 ( ) ( )
n

j j

q
d dx x K x H x   . 设

( )
nqx xM 表示

nqx x 中所有符号极大因子的集合. 
显然 

|
( ) ( ) ( ) / ( ).

n nq q
d m

x x x x d d    J M  

引理 3[1] 
 : ( ) 0, ( () ) .

n

nn q
qK K x xx       MN  

定理 5[12] 
( ) ( )/ ( )

|

( 1) .n m d d d
n

d m

q q   N  

证明 

令  ( ) :1 | , 1, , ( ) / ( ) .jm d d m j d d   B ≤  

对 ( ),jd m B 考虑集合 { : ( ) 0}nj jd dq
A K    . 

由引理 3 可知,  为 /n qq
  上的正规元当且仅当

( )( )\n j jd m dq
A   B . 故有: 

( )( )\n j jn d m dq
A  BN  , 

假设 ( )M m  B , 显然 
( )

.d Mj

jj

n d

dd M
A q









  

由容斥原理得: 

( )
( )

( ) ( 1)\n j j

Mn
d m dq

M m
A q



    B
B

 

jj
dd M
A




( )

( )
( 1) d Mj

n d
Mn

M m
q q









  

B

 

( ) ( )/ ( )

|

(1 )n d d d

d m

q q      
( ) ( ) ( )/ ( )

|
( 1)n d d d d

d m
q q q       

( ) ( )/ ( )

|
( 1) .n m d d d

d m
q q     

3 ,n kG 的计数公式 

定义 4  设 1 2( ) { , , }/ , un p p pk  L 为 /n k 的
不同素因子, 设 

1 1 1 2 ( )/ ( )( ) {1 , , , , , , ,d dm d d d    B  

1 ( )/ ( ) 11 11 1 1, , } { , , },
m m lm m y y

 
   

其中:  
1

1 |1 ( ) / ( )| ,
d m

d dd m l   . 定义集合 
2

{ : 0}.
k k n k

n
q q q

q
S     



        
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对任意 ( )/i kp nL , 定义: 

 /

: 0
n pi

ni

q
p q
S       . 

对任意 1( )jy mB , 定义: 

 : ( ) ( ) 0 ,
k n k

nj j

q q
y yq
A K    



        

这里 ( )
jy

K x 为
kqx x 的符号极大因子. 

注 1  (i)从
ip

S 的定义可以看出, 设 

  /
,\n ii

pq p n k
S


 

L
 

kq
 上 的极小多项式的次数是 /n k .  

(ii)由于
kqx x 的每个符号真因子至少符号整

除这些 ( )
jy

K x 中的一个, 则由
jy

A 的定义可知, 设 

 
1( )

,\n jj
yq y m
A


  B


 
 满足 ( )n

k kTr  N . 
引理 4  由定义 4, 得到如下集合: 

 2 1: ( )
ek

n
q p

q
S           

2

21 |
( ) 0

ep
cc m

Ψ  


  , (3) 

对任意 ( )/i kp nL , 

|
: ( ) 0n ni

kpi
p cq c
S Ψ  

    
 

 , (4) 

特别地, 若 ip p , 则 
2

2|
: ( ) 0

e

n mi
pi

p
p cq c
S Ψ   

    
 

 , (5) 

 12

2|
: ( ) 0

e

n
p

p cq c m
S Ψ 

    , (6) 

其中: ( )c x 表示 c阶分圆多项式 ( )c x 的线性 qk-
相伴式. 

证明  由于 
22

2

2

/

|

1 ( 1) ( )
ee pmn k p

c
c m

x x x      

22

2

1

1 |

( 1)( 1) ( ) ,
ee pp

c
c m

x x x



    

又因为 
/ 2 / 11 ( 1)(1 )n k n kx x x x x        , 

所以 
22

2

2 / 1 1

1 |

1 ( 1) ( ) ,
ee pn k p

c
c m

x x x x x 



        

可得: 
2 2k k n k k kq q q q qx x x x x x x



           
 / 1 2 2

2

1

1 |
( ) ( ) ,

k n k e ekq q p p
cc m

x x x Ψ x
   


     

由定义 4 可得式(3), 同理可得式(4)~(6). 
引理 5  假设 

1 2
{ , , , } ( ),/

rj j jJ p p p n k    L  有: 

1j jr

n
p p

j
j J

S q


  , (7) 

假设
1 1{ , , } ( )

li iM y y m    B , 有: 

1 2( ) ( ) ( )i i iln y y y
y

y M

A q      



  , (8) 

以及 n kS q  , 且 

j y
j J y M

S A
 

   
   

   
    

1 2
1

1

( ) ( ) ( )

, ,

, .

i i il
j jr

j jr

n y y y
p p

n
p p

q p J

q p J

     
 










若

若

 (9) 

证明  由定义 4, n kS q  易证. 设 

1
|

( ) ( ),
n

kp pj jr

cc
R x Ψ x 



 

由引理 4 可以得到: 
{ : ( ) 0}nj q

j J

S R 


   .  

由欧拉函数性质得: 

1

1
|

( ) / ( ),
r

n
kp pj jr

j j
c

c n kp p 


  

从而 ( )R x 的次数为: 

|
1 1 1

( )

,
nc kp pj j j j j jr r r

kn nk c
kp p p pq q q


     

由上可知, ( )R x 有 1/( )j jrn p pq  个单根, 式(7)得证. 设 
2 2

2

1

1 |
( ) ( ) ( ) ( )

e ekq p p
cc m

G x K x x x Ψ x  


     , 

其中 ( )K x 为 ( ),yK x y M 的符号最大公因子. 
由定义 4 得: 

{ : ( ) 0}ny q
y M

A G 


   .  

由于 ( ),yK x y M 为
kqx x 的符号极大因子,

故 ( )K x 的次数为 1 2( ) ( ) ( )i i ilk y y yq       , 从而 ( )G x 的

次数为: 
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i il lk y y y n k n y y yq q                , 

即式(8)得证. 
令 ( ) ( )j yj J y M
T S A

 
    , 集合 T运用类似

的方法即可得式(9). 
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当 p J 时, 
2 2

2
1

1 |
( ) ( ) ( ) ,

e ek

m
p pj jr

q p p
c

c
R x x x Ψ x 


   



 

由于 2 21e ep p  , 所以 

2 1: ( ) ( )
ek

n
q p

q
T K          
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则T中元素个数为: 
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p pq
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当 p J 时, 不妨令
rj

p p , 则有: 
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所以 
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则T中元素个数为: 
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引理 6   , : ( ) 0, ( ) ,nn k q
G L L x H       

其中: 

 
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k n kq q
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H G x x x x

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r
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这里 ( )G x 遍历
kqx x 的所有符号真因子, r 遍历

/n k的所有素因子. 
定理 6 
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证明  已设 ,en mp  其中 |p m . 设 1
1 ,ek m p  

其中 1 1| , 0m m e e≥ ≥ . 

1 1( ) { , , , }/ u up p p p p pn k    L  
为 /n k不同素因子的集合. 记 ( 1, , )

ii pS S i u   . 
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由注 1 可知, kq
 上 的极小多项式的次数是

/n k , 即 ( )k nq q
   , 且有 ( )n

k kTr  N , 所以有: 
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由容斥原理和引理 5 可得: 
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则由式(10), 得到: 
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Linearized polynomials and normal bases in finite fields 
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Abstract: Let q  be the finite field of q  elements, and nq
  be its extension of degree n . A normal basis of 

nq
  over q  is a basis of the form 

1

{ , , , }
nq q  


  and   is called a normal element of /n qq
  . For a 

positive divisor k  of n , let kN  denote the set of all the normal elements of /k qq
  , ,n kG  denote the set of 

nq
   satisfying ( )k nq q

    and / 1

0

kjn k q
kj





 N . In this paper, we provide the counting formulae for nN  

and ,n kG  using properties of linearized polynomials in finite fields.  
Key words: finite field; normal basis; linearized polynomial 
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