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线性 Boussinesq方程的色散量子化现象 
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摘要: 为研究线性 Boussinesq 方程的周期初边值问题解在大波数条件下的渐近行为, 通过将方程
解表示成 Fourier级数形式, 利用 Matlab软件进行数值模拟. 结果表明: 方程色散关系的渐近行为
对方程解在大波数条件下的渐近行为起决定性作用, 线性 Boussinesq方程存在色散量子化现象. 
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20世纪 90年代, Berry[1]在研究周期域上线性

Schrödinger 方程时发现其解有明显的动力学行为, 
进一步研究得到: 初值条件为阶梯函数的解在有
理时刻为分段函数; 在无理时刻呈现类分形连续
不可微状态. Talbot[2]发现这一现象在光学实验中

也存在. 因此, Berry称这一现象为 Talbot效应. 紧
接着 Berry 等[3-4]发现这种现象也存在光学和量子

力学中. 随后 Kapitanski 等[5]、Oskolkov[6-7]以及

Taylor[8]对 Talbot效应进行了分析. 2010年, Olver[9]

研究了线性 KdV 方程在周期域上的初值条件为阶
梯函数时, 发现其初边值问题的解满足 Talbot 效 
应, 进而将结论推广到色散关系为整数多项式的
线性色散方程中. Chen 等[10]对初值条件为阶梯函

数, 且具有一般色散关系的线性和非线性色散方
程进行了数值模拟, 从数值结果中得到对于线性
色散方程, 色散关系的大波数渐近行为对周期域
上的非光滑解的演化有决定性作用. 2021年, 尹子
涵等[11]对二维线性KdV方程和 Schrödinger方程的
周期初边值问题进行了研究, 得出此类方程的解
存在色散量子化现象. 但对线性Boussinesq方程的
研究鲜见报道. 

本文基于文献[10-11], 研究线性 Boussinesq方
程周期初边值问题解在大波数条件下的渐近行为. 
首先研究色散关系为整数多项式和非整数多项式

的一维线性Boussinesq方程的周期初边值问题; 然

后研究二维线性 Boussinesq 方程的周期初边值问
题. 给出存在色散量子化现象的线性Boussinesq方
程的色散关系形式, 并研究在不同情况下方程周
期解在大波数条件下的渐近行为. 

1 一维线性 Boussinesq方程 

考虑定义在区间[0, 2π]的 Boussinesq方程的周
期初边值问题: 
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方程的色散关系为: 
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将方程解展开成 Fourier级数形式: 
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将式(3)代入式(1), 求出色散关系式(2).. 根据
阶梯函数得到色散关系为 2( )k k  时方程周期解

的 Fourier级数为: 
2i i1 i e( , ) ~ ,

2 π

k t kx

k
u x t

k
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   (4) 
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式中: k 为奇数. 

采用 Matlab 软件画出 Fourier 级数(式(4))实部

和虚部的前 1 000 项和(图 1 和图 2). 从图 1 和图 2
可以看到, 在有理时刻( π 的有理数倍数), 方程解

为分段常数函数; 在无理时刻( π 的无理数倍数), 
方程解出现分形化现象, 表明色散关系为 ( )k   

2k 时, 方程周期解具有色散量子化现象. 相似地, 
色散关系为 2( )k k   时, 方程周期解同样具有色

散量子化现象. 
进一步研究色散关系为: 

4 21( )
4

k k k     (5) 

的 Boussinesq 方程的周期初边值问题. 
考虑定义在区间[0, 2π]的 Boussinesq 方程的周

期初边值问题: 
1 ,
4
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方程的色散关系为式(5). 

将式(3)代入式(6), 得到方程: 

2 4 21 ,
4
k k     

求出色散关系式(5). 

假设初值条件为阶梯函数 ( ),x  根据阶梯函

数得到色散关系为: 

4 21( )
4
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时, 方程周期解的 Fourier 级数为: 
4 2i (1/4) i1 i e( , ) ~ ,
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式中: k 为奇数. 

色散关系为: 
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时, 方程周期解的 Fourier 级数为: 
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式中: k 为奇数. 
用 Matlab 软件画出色散关系为式(5)时方程解

Fourier 级数的实部和虚部前 1 000 项和. 图 3 和图

4 是色散关系为式(7)时的结果; 图 5 和图 6 是色散关 

       
(a) 实部                                         (b) 虚部 

图 1  0.1t    

       
(a) 实部                                          (b) 虚部 

图 2  0.1t   
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(a) 实部                                          (b) 虚部 

图 3  0.1t    

       
(a) 实部                                            (b) 虚部 

图 4  0.1t   

       

(a) 实部                                         (b) 虚部 

图 5  0.2t    

       
(a) 实部                                          (b) 虚部 

图 6  0.2t   
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系为式(9)时的结果. 数值结果表明: 在有理时刻方

程解近似于分段常数函数; 在无理时刻呈现分形

化现象. 
由于 

4 2 21 1~ , ,
4 2
k k k k   

从而在大波数条件下, 色散关系为式(5)方程解可

以近似于色散关系为式(2)的方程解. 表明一维线

性 Boussinesq 方程的周期解在大波数条件下的渐

近行为由色散关系的渐近行为所控制. 这个结论

可以推广至二维线性色散方程的周期初边值问题.  

2 二维线性 Boussinesq方程 

定义在平面矩形区域 {( , ) 0 2 ,D x y x ≤ ≤| π  
0 2 }y≤ ≤ π 的二维线性 Boussinesq 方程的周期初

边值问题为: 
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方程的色散关系为: 
4 4

1 2 1 2( , ) .k k k k     (12)
 

因为 

2 2 4 4 2 2
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2 ( ) ,
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所 以 当 1 2,k k  时 , 色 散 关 系 4 4
1 2k k 由

2 2
1 2k k 所控制. 

将方程解展开成二维 Fourier 级数形式: 
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将式(13)代入式(11)中, 得到方程: 
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阶梯函数 ( , )x y 的 Fourier 系数为: 
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求解式(14), 得到色散关系式(12). 根据阶梯函

数得到色散关系为:  
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时, 方程解的 Fourier 级数为: 
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式中: k1 和 k2 为奇数.  

色散关系为: 
4 4
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时, 方程解的 Fourier 级数为:
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式中: k1 和 k2 为奇数. 

用 Matlab 软件画出色散关系为式(14)的方程周

期解 Fourier 级数的实部和虚部前 100×100 项和. 
图 7 和图 8 为色散关系为式(15)时的结果; 图 9 和

图 10 为色散关系为式(16)时的结果. 数值结果表明: 
在有理时刻方程解为分片段常数形式; 在无理时

刻方程解呈现分形化现象. 说明色散关系为式(12)
的二维线性 Boussinesq 方程存在色散量子化现象. 

奇数, 

偶数, 

奇数,

奇数,
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(a) 实部                                              (b) 虚部 

图 7  0.1t    

    
(a) 实部                                             (b) 虚部 

图 8  0.1t   

    
(a) 实部                                            (b) 虚部 

图 9  0.2t    

    
(a) 实部                                             (b) 虚部 

图 10  0.2t   
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进一步研究可以知道, 定义在平面矩形区域
{( , ) 0 2 ,0 2 }D x y x y | π π≤ ≤ ≤ ≤ 的二维线性色

散方程为: 

[ ].ttu L u
  

(17) 

如果式(18)的色散关系为整数多项式, 则方程
的周期初边值问题存在色散量子化现象. 
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方程的色散关系为: 
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将式(13)代入式(18)中, 得到方程: 
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求出色散关系式(19). 

同样, 假设方程的初值条件为二维阶梯函数
( , )x y , 根据阶梯函数得到色散关系为: 
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式中: k1和 k2为奇数. 

色散关系为: 
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式中: k1和 k2为奇数. 

用 Matlab 软件画出色散关系为式(19)的方程
周期解 Fourier级数实部和虚部的前 100×100项和. 
图 11和图 12是当色散关系为式(20)时的数值结果; 
图 13和图 14是当色散关系为式(21)时的数值结果. 
数值结果表明: 方程解在有理时刻近似为分片段
常数函数; 在无理时刻呈现分形化现象. 这与一维
的情况相同. 

类似地, 因为 
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从而在大波数条件下, 色散关系为式(19)的方
程解可以近似于色散关系为: 

2 2
1 2 1 2

1 1( , ) ( )
2 2

k k k k     

的方程解. 得到二维线性Boussinesq方程的周期解
在大波数条件下的渐近行为由色散关系的渐近行

为所控制. 这一结论可以推广至二维线性色散方
程的周期初边值问题. 
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(a) 实部                                                (b) 虚部 

图 11  0.1t    

    
(a) 实部                                             (b) 虚部 

图 12  0.1t   

    
(a) 实部                                              (b) 虚部 

图 13  0.2t    

    
(a) 实部                                            (b) 虚部 

图 14  0.2t   
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3 结语 

本文研究了线性 Boussinesq 方程的周期初边
值问题解在大波数条件下的渐近行为, 首先计算
出初值条件为阶梯函数的线性 Boussinesq 方程解
的 Fourier级数; 然后用 Matlab软件对不同色散关
系的线性Boussinesq方程进行数值模拟. 当色散关
系满足整数多项式时, 方程周期解存在色散量子
化现象; 当色散关系不满足整数多项式时, 方程周
期解在大波数条件下的渐近行为存在色散量子化

现象. 从而可知: 线性 Boussinesq方程在大波数条
件下的渐近行为受色散关系在大波数条件下的渐

近行为控制. 
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Dispersion quantization of linear Boussinesq equation 

ZHANG Miaomiao, LI Maohua* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, we study the asymptotic behavior of solutions to periodic initial boundary value problem 
for linear Bousssinesq equation with large wave numbers. By expressing the solution of the equation in Fourier 
series, Matlab is used for numerical simulation. The simulation results show that the asymptotic behavior of the 
dispersion relation plays a decisive role in the asymptotic behavior of the solution of the equation on the 
condition of large wave numbers, which indicates that the dispersion quantization phenomenon exists in the 
linear Bousenisq equation.  
Key words: linear Bousssinesq equation; periodic initial boundary value problem; dispersion relation; asymptotic 
behavior; quantization of dispersion 
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