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一种统一非饱和土水-力-气三相耦合本构理论模拟方法 
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摘要: 非饱和土在不排水不排气条件下土体仍会发生变形, 因此非饱和土弹塑性本构理论模拟

有必要考虑孔隙比的变化. 本文推导了不同排水排气条件下(不排水、排气, 不排水不排气, 排水

排气)非饱和土弹塑性本构理论预测控制方程, 可用来预测非饱和土在不同排水排气条件下的力

学特性行为. 通过与试验结果对比分析可知, 该方法能够较好地再现室内试验结果, 描述非饱和

土在不同排水排气条件下的水-力-气耦合行为. 
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众所周知, 大部分的岩土工程问题都与非饱

和土相关, 非饱和土在不同条件下的水力特性行

为一直是岩土工程学者关注的重点问题. 近几十

年来, 非饱和土弹塑性本构模型得到了快速发展. 
本构模型根据采用的状态变量大致可分为以下几

种: (1)以净应力和基质吸力为状态变量的本构模

型[1-2]; (2)以 Bishop 有效应力和基质吸力为状态变

量的本构模型[3-4]; (3)以 Bishop 有效应力和饱和度

为状态变量的本构模型[5]; (4)以多相孔隙介质理论

为基础发展起来的本构模型[6]. 这些本构模型在描

述常吸力条件下的非饱和土力学特性上均得到了

验证. 但是, 在某些特定工况下, 非饱和土可处于

不排水不排气条件(如地震作用下). 针对这一问题, 
已有学者进行了相关研究. Liu 等[7]在完全不排水

的条件下进行了非饱和土循环加载三轴试验, 探

究了饱和度、相对密度、围压等对非饱和土水-力

耦合特性的影响. Oka 等[8]进行了不同基质吸力条

件和净围压状态下的排水试验和不排水不排气三

轴剪切试验, 探究了非饱和土在完全不排水条件

下的水-力耦合特性. Unno 等[9]在完全不排水不排

气条件下进行了非饱和土三轴循环动力试验, 探

究了循环加载作用下土中孔隙气压、孔隙水压、有

效应力和基质吸力的变化趋势. 以上试验结果都

表明, 在完全封闭条件下, 土体在荷载作用下将会

引起孔隙气压及水压增加, 造成非饱和土有效应

力减小, 进而影响土体强度与变形特性. 因此, 研

究非饱和土在不排水不排气条件下的力学特性及

对其行为进行模拟分析具有重要意义. 本文重点

研究非饱和土的力学特性, 因为影响土体强度的

关键因素为有效应力, 所以本构模型以饱和度和

有效应力作为状态变量. 
遗憾的是, 针对完全不排水不排气条件, 利用

非饱和土弹塑性本构模型进行理论数值模拟的研

究还相对较少, 主要原因之一是非饱和土在不排

水条件下, 土体的体积应变并不为 0, 这给理论计

算造成了一定困难. Uzuoka 等[10]与刘文化等[11]基

于多相孔隙介质理论和局部平衡假设, 采用非饱

和土水力-力学耦合模型描述非饱和土的应力-应

变特性, 分析预测了非饱和土不排水不排气三轴

剪切试验, 取得了较为满意的结果, 但是该计算方

法是在场方程的基础上进行推导的, 因而其计算

过程较为复杂繁琐. 
本文在汪俊敏等[12]提出的非饱和土弹塑性本

构模型的基础上, 分别推导了不同排水排气条件
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(不排水、排气, 不排水不排气, 排水排气)下非饱

和土室内单元试验的理论预测控制方程. 通过与

不同排水排气条件下的试验结果进行对比分析 , 
验证了所提方法的正确性. 

1 不同排水条件下非饱和土弹塑性本构理论预

测控制方程 

1.1  非饱和土弹塑性本构模型 
选用汪俊敏等[12]提出的非饱和土弹塑性本构

模型进行推导. 该模型不仅可以描述非饱和土静

态力学特性行为, 也可描述动态力学特性行为. 该

本构模型以饱和度和有效应力作为状态变量, 通

过引入同一应力状态下非饱和土与饱和土的孔隙

比差进行构建, 详细推导见参考文献[12]. 该模型

的屈服函数为 
2 2 2
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式中: p 为平均有效应力; 0p
 为平均有效应力初始

值; M 为土体临界状态线的斜率;  为应力诱导各

向异性大小;  为应力比; R*为结构性状态变量; R
为超固结状态变量; p

V 为塑性体积应变; s 为非

饱和状态变量, 表示非饱和土与饱和土的正常固

结线的高度差值, 即由于土体的不饱和状态引起

的孔隙比差[5];  为压缩指数;  为回弹指数; 0e
为初始孔隙比. 

采用联合流动法则, 塑性应变增量可表示为 
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式中: 为塑性因子. 
由协调方程可得 
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式中: ij 为应力诱导各向异性张量. 
根据胡克定律, 土体应力增量与应变增量之

间关系可表示为 
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式中: ijklD 为 6×6 的弹性刚度矩阵. 
将式(5)和各状态发展式代入式(4), 整理可得 
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式中: ph 为经过换算整理得到的分母; Q 为与饱和

度相关的量, 具体求解及表达见文献[12]. 
将式(6)代入式(3), 可得 
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将式(7)代入应力增量与应变增量式(5), 整理

为 
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式中: ERS
ijD 为与水相关的刚度矩阵, 表示为 
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1.2  土水特征曲线 
非饱和土土水特征曲线反映的是土体吸力与

饱和度之间的关系, 它对非饱和土力学特性行为

具有重要影响. 本文采用 Zhang 等[5]提出的可描述

土体水力滞回特性的土水特征曲线模型, 该模型

主要干燥曲线表示为 
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主要湿润曲线表示为 
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式中: s
rS 和 r

rS 分别为最大饱和度和最小饱和度; 

1c 和 2c 是控制曲线形状的比例参数; s为土体吸力; 

ds 为干燥进气值参数; ws 为湿润进气值参数. 
该土水特征曲线模型中, 吸力增量和饱和度

增量关系表示为 
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1
r spd = dS k s , (12) 

式中: rS 为饱和度; 1
spk
 为饱和度—吸力关系曲线

的切线刚度. 
1.3  不同排水排气条件下的非饱和土本构理论

实现 
根据 Bishop 有效应力原理可得 

t
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式中: ij 为 Bishop 有效应力张量; t
ij 为总应力张

量; net
ij 为净应力张量; au 和 wu 分别为孔隙气压

和孔隙水压. 为了简化说明, 本文以下所提到的应

力若没有特别说明, 均指 Bishop 有效应力且表示

为 ij . 
根据相关联合流动法则式(4)和协调方程式(5)

可得 
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根据弹塑性力学, 可将应变增量分为弹性应

变增量与塑性应变增量, 表示为 
e pd d dij ij ij    . (15) 

应力增量由下式计算: 
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将式(13)代入式(14), 可得 
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由式(13)、式(17)、式(18)可得土骨架的塑性应

变增量: 
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将式(13)、式(19)代入式(20)整理为 
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根据式(17)~(20)可得 
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将式(22)代入式(20)后整理可得 
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式中: ep
ijklD  为 6×6 的弹塑性刚度矩阵. 

进一步将式(21)代入式(23)进行整理可得到如

下结果: 
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以下推导以加载条件进行分析, 卸载可按类

似过程进行推导求得. 
记 

当 0    时, pd 0ij  , 加载 

当 0  ≤ 时, pd 0ij  , 卸载 
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,Dep_suc[4]
Dep_suc[5]
Dep_suc[6]

d / dS s







 






 (26) 

r

r
ep

r

r

r

r

Dep _ [1]
Dep _ [2]
Dep _ [3]
Dep _ [4]
Dep _ [5]
Dep _ [6]

0 0 0 0 0 0 1.0

ijkl

ij

S
S
S

N S
S
S

 
 
 
 
      
 
 
 
  

D 

. 

 (27) 
将式(26)~(27)代入式(24)可得 

net
1111

net
2222

net
3333

net
1212

net
2323

net
3131

r

dd
dd
dd
dd
dd
dd
dd

ij ijM N

Ss








  
  
  
  
  

         
  
  
  
  

   

. (28) 

进一步整理式(28)可得 
net

1111
net

2222
net

3333
1net

1212
net

2323
net

3131

r

dd
dd
dd
dd
dd
dd
dd

ij ijM N

Ss










  
  
  
  
  

          
  
  
  
  

   

. (29) 

记
1ep

ijkl ij ijM N


       D , 为 7×7 矩阵. 
ep ep epnet

11
ep ep epnet

22
ep ep epnet

33
ep ep epnet

12
net
23
net
31

[11] [12] [13]d
[21] [22] [23]d
[31] [32] [33]d
[41] [42] [43]d

d
d

d

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

D D D
D D D
D D D
D D D
D

s








 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

[51] [52] [53]
[61] [62] [63]
[71] [72] [73]

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

D D
D D D
D D D














 

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

[14] [15] [16]
[24] [25] [26]
[34] [35] [36]
[44] [45] [46]
[54] [55] [56]
[64] [65] [66]

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

D D D
D D D
D D D
D D D
D D D
D D D
D



ep ep ep[74] [75] [76]ijkl ijkl ijklD D

  
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ep
11

ep
22

ep
33

ep
12

ep
23

ep
31

ep
r

[17] d
[27] d
[37] d
[47] d
[57] d
[67] d
[77] d

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

D
D
D
D
D
D
D S








  
  
  
  
  

   
  
  
  
  
 

. (30) 

用总应力可以将上式转化为 
ep ep ept

11
ep ep ept

22
ep ep ept

33
ep ep ept

12
t
23
t
31

w

a

[11] [12] [13]d
[21] [22] [23]d
[31] [32] [33]d
[41] [42] [43]d

d
d
d
d

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl

D D D
D D D
D D D
D D D
D

u
u

 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  








ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

[51] [52] [53]
[61] [62] [63]
[71] [72] [73]

0 0 0

ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

D D
D D D
D D D






 



  


 

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

ep ep ep

[14] [15] [16]
[24] [25] [26]
[34] [35] [36]
[44] [45] [46]
[54] [55] [56]
[64] [65] [66]

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

D D D
D D D
D D D
D D D
D D D
D D D



 ep ep ep[74] [75] [76]
0 0 0
ijkl ijkl ijklD D D



 

 

ep
11

ep
22

ep
33

ep
12

ep
23

ep
31

ep
r

a

d[17] 1
d[27] 1
d[37] 1
d[47] 1
d[57] 1
d[67] 1
d[77] 1
d0 1

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

ijkl

D
D
D
D
D
D

SD
u








 
 
 
 
 
   
 
 
   
   

. (31) 

上式即为非饱和土理论模拟的总控制方程, 
式(31)右端刚度矩阵可通过本构关系弹塑性刚度

矩阵确定. 针对非饱和土固结或湿化试验, 只需将

式(31)左端的值根据试验直接给出, 即可求得相应

的右端应变的值. 针对三轴剪切试验, 需要确定式

(31)右端应变的值才可以求解得出相应应力、孔隙

水压、孔隙气压的增量值. 下文将分别针对不同排

水排气及总围压不变的条件, 给出相应值的求解

方法. 
(1)不排水、排气条件 
在不排水、排气条件下, 以下条件已知: 轴向

应变增量 11d , 横向应变增量相同, 即 22 33d d  , 
总围压增量 t

22d 、 t
33d 为 0, 气压增量 adu 为 0, 土

体含水量增量为 0. 
由于在不排水条件下, 土体中含水量 w 保持

一定, 则根据土体含水量与饱和度及孔隙比关系

可得 

r r
r

s

dd d = deS eSw S
G e

  
   

 
0 , (32) 

式中: sG 为土体比重. 
根据式(31)和总围压增量为 0 可得 

t ep ep ep
22 11 22d [21]d ( [22] [23])dijkl ijkl ijklD D D       

ep
r[27]d =0ijklD S . (33) 

由体积应变定义可知 

11 22 33
0

d = d d d
1V

e
e

   


   


 

11 22
0

dd 2d
1

e
e

 


 


, (34) 

式中: d V 为体积应变增量; e 为孔隙比变化量. 
联立式(32)~(34)可得 

ep ep 0
r

22
ep ep ep 0

r

1
[21] [27]

d =
1[22] [23] [27] 2

ijkl ijkl

ijkl ijkl ijkl

e
D D S

e
eD D D S
e




 




 
 

11 11d = dC  , (35) 

0
r r 11

1d (1 2 )deS S C
e




  . (36) 

最终在不排水、排气条件下, 式(31)右端应变

值可表示为 

11
11

11
22

11
33

12

23

31
0

r r 11

a

dd
dd
dd
0d
0d
0d

1d (1 2 )d
d 0

C
C

eS S C
e

u











 
                     
                 

. (37) 
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(2)不排水不排气条件 
在完全不排气试验中, 假设气体为理想气体, 

满足玻意耳定律 
a a a r

a r a r
a

r

(1 ) constant
d d (1 )d = =

(1 )

u V u e S
u e S u e Su

e S

   

 


 

a a
r

r

d d
1
u u

S e
S e




. (38) 

将式(34)和(36)代入式(38)可得 
a 0

a 11 22
r

(1 )
d (d 2d )

(1 )
u e

u
S e

 


 


. (39) 

由总围压不变条件, 根据式(31)和已知条件可

知 
t ep ep ep
22 11 22d [21]d ( [22] [23])dijkl ijkl ijklD D D       

ep
r a[27]d +d =0ijklD S u . (40) 

将式(36)及式(39)代入式(40), 可得 

ep ep 0
22 r

ep epa 0
11

r

ep 0 a 0
r

r

1d = [21] [27]

(1 ) d / [22] [23]
(1 )

1 (1 )
2 [27] 2 =

(1 )

ijkl ijkl

ijkl ijkl

ijkl

eD D S
e

u e D D
S e e

e u e
D S

e S e

      
 

 
   

        



  

11dD  . (41) 

则在不排水不排气条件下, 式(31)右端应变的

值可表示为 

11

11 11

22 11

33

12

23

31 0
r 11

r

0 aa
11

r

d
d d
d d
d 0
d 0
d 0
d 1

(1 2 )d
d

1d (1 2 )d
1

D
D

e
S D

S e
e uu D
S e


 
 









 
                                       
  

. (42) 

(3)排水排气条件 
在排水排气条件下, 孔隙水压与气压的增量

都为 0, 根据总围压不变, 由式(31)可知 
ep ep ep t

11 22 11[11]d ( [12] [13])d dD D D     , 
 (43) 

ep ep ep
11 22[21]d ( [22] [23])d 0D D D    , (44) 

整理可得 
ep

22 11 11ep ep

[21]d d d
[22] [23]
D E

D D
  


 


. (45) 

故在排水排气条件下式(31)右端应变的值可

表示为 

11 11

22 11

33 11

12

23

31

r

a

d d
d d
d d
d 0
d 0
d 0
d 0
d 0

E
E

S
u

 
 
 




   
   
   
   
   
      
   
   
   
   
     

. (46) 

需要说明的是, 大量试验表明, 土体变形对饱

和度有一定影响, 并基于此现象提出了众多可考

虑土体变形对饱和度影响的土水特征曲线模型 . 
而本文所采用的土水特征曲线模型并没有考虑这

一因素, 故上式 dSr 为 0. 如需考虑, 根据自己的模

型添加即可. 

2 不同排水排气条件下非饱和土力学特性理论

的试验验证 

采用 Fortran 语言编写非饱和土单元试验理论

模拟程序, 选取不同排水排气条件下的非饱和土

三轴试验进行模拟对比分析, 验证所提方法的合

理性. 
2.1  不排水、排气三轴剪切试验 

Sun 等[13]在不排水、排气的条件下对非饱和压

实珍珠黏土进行了三轴剪切试验, 试验过程中保

持净侧向压力为 100 kPa, 初始围压为 200 kPa, 初

始孔隙气压为100 kPa, 土体初始吸力为 64 kPa, 初

始饱和度为 0.7, 初始超固结比为 0.525, 初始结构

性为 0.50, 初始孔隙比为 1.2. 模拟中采用的本构

模型参数以及土水特征曲线参数分别见表 1 与表

2. 
图 1 所示为不排水条件下三轴剪切试验结果

与模拟结果对比. 从图中可以看出在不排水条件

下, 随着应变的增加, 土体表现出了硬化特性. 土

体的饱和度和体积应变逐渐增大, 而基质吸力逐

渐减小. 通过对比分析理论与试验结果可知, 模拟

结果能较好描述试验结果. 
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2.2  排水排气试验 
Qiu[14]对非饱和 Masada 土(一种日本典型的完

全风化花岗岩土)进行了恒定吸力和围压下的三轴

排水试验. 试验中土体的初始孔隙比为 0.58, 净应

力恒定为 50 kPa, 分别进行了吸力为 80 kPa 和

100 kPa 的排水试验, 对应的饱和度分别为 0.51 和

0.48, 初始超固结比为 0.32, 初始结构性为 0.85, 
试验过程中孔隙水压恒定为 0, 吸力通过孔隙气压

施加, 分别为 80 kPa 和 100 kPa. 模拟的本构模型

参数与土水特征曲线参数见表 3、表 4. 

表 1  非饱和压实珍珠黏土本构模型参数 

压缩指

数 

回弹指

数 

临界状态

应力比 
泊松比 

参考孔隙比

(饱和土正常

固结 98 kPa) 

参考孔隙比(非

饱和土正常固

结 98 kPa) 

超固结比发

展控制参数 

结构性发

展控制参

数 

各向异性发

展控制参数 

0.131 0.03 1.148 0.3 1.15 1.65 0.4 1.5 0.0 

表 2  非饱和压实珍珠黏土土水特征曲线参数 

最大饱和度 最小饱和度 
排水曲线进气

值/kPa 

进水曲线进气

值/kPa 

滞回循环初始

刚度 

控制参数

c1 

控制参数

c2 

控制参数

c3 

0.88 0.2 150 38 58 500 0.003 0.010 80.0 
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  0              5             10            15         0              5             10            15 

  轴应变/%                                                  轴应变/% 

(c) 轴应变—饱和度关系                                    (d) 轴应变—吸力关系 

图 1  不排水条件下三轴压缩试验结果与模拟结果 

表 3  非饱和 Masada 土本构模型参数 

压缩指

数 
回弹指

数 
临界状态

应力比 
泊松比 

参考孔隙比

(饱和土正常

固结 98 kPa) 

参考孔隙比(非
饱和土正常固

结 98 kPa) 

超固结比发

展控制参数 

结构性发

展控制参

数 

各向异性发

展控制参数 

0.089 0.008 1.18 0.25 0.69 0.71 2.6 0.5 1.0 
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图 2 所示为排水条件下进行的三轴试验结果

与数值模拟结果对比. 从图 2 中可以看出在排水条

件下, 首先土体偏应力增加, 出现体积压缩, 随着

三轴加载的过程持续, 土体偏应力减小, 出现体积

膨胀的现象. 从图 2 可以看出数值计算结果能较好

地与试验结果吻合. 
2.3  不排水不排气试验 

为了验证本文所提出理论方法在不排水不排

气条件下的非饱和土三轴剪切试验中的合理性 , 
采用 Unno 等[9]进行的完全不排水不排气条件的非

饱和土动三轴试验进行验证. 试验所用材料为非

饱和火山砂土, 试验给定初始条件分别为: 吸力

6 kPa, 孔隙气压 6 kPa, 饱和度 0.789, 孔隙比 0.93, 
初始超固结比 0.025, 初始结构性 0.95, 围压 24.6  
kPa. 试验过程中, 采用逐级施加循环轴向应变荷

载, 初始轴向应变为 0.2%, 随后每级荷载循环 10
次后轴向应变递增 0.2%, 经过 6 级加载后试验结

束. 本构模拟所采用的模型参数与土水特征曲线

参数见表 5、表 6. 
图 3 所示为不排水不排气条件下的动三轴试

验结果与理论模拟结果对比, 从图 3 中可以看出, 
在不排水不排气的条件下, 非饱和土在经历了循

环加载之后, 平均有效应力逐渐降低, 直至趋于 0; 
孔隙气压和孔隙水压在非饱和土循环加载之后逐

渐增大并达到一个稳定值; 非饱和土在循环加载

后土体饱和度逐渐增加, 基质吸力逐渐减小, 最终

趋于 0. 通过对比分析试验结果与理论模拟结果, 
可以看出本文所提出的预测理论能够较好地描述

非饱和土在不排水与不排气条件下的力学特性行

为. 

表 4  非饱和 Masada 土土水特征曲线参数 

最大饱和度 最小饱和度 
排水曲线进气

值/kPa 

进水曲线进气

值/kPa 

滞回循环初始

刚度 

控制参数

c1 

控制参数

c2 

控制参数

c3 

0.7 0.3 5.0 1.0 20 000 0.012 0.10 50.0 
 

       
  0                5               10            15       0                5               10              15 

 轴应变/%                                                    轴应变/% 

(a) 轴应变—偏应力关系(s=100 kPa)                            (b) 轴应变—体积应变关系(s=100 kPa) 

       
  0                5               10            15       0                5               10              15 

 轴应变/%                                                    轴应变/% 

(c) 轴应变—偏应力关系(s=80 kPa)                             (d) 轴应变—体积应变关系(s=80 kPa) 

图 2  排水排气条件非饱和土三轴试验结果与模拟结果 
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3 结论 

(1)基于非饱和土弹塑性本构模型和土水特征

曲线模型, 推导了不同排水排气条件下(不排水、排

气, 不排水不排气, 排水排气)非饱和土理论模拟

预测控制方程. 根据不同条件下的初始已知量, 给

出了相应的应变、气压及饱和度增量的计算方法, 
进而利用控制方程可求得相应应力及水压值. 

(2)通过对不同排水排气条件下的非饱和土三

轴试验并与理论模拟进行对比分析, 验证了本文

所提出的理论模拟方法能较好地描述非饱和土在

不同排水排气条件下的力学特性行为. 
(3)非饱和土不排水不排气条件下控制方程的

推导应用了理想气体假设(玻意耳定律). 因此, 完

全不排气条件下控制方程的应用应满足温度恒定. 
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A unified method of soil water-force-air coupling constitutive model 
for unsaturated soil 
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( 1.School of Civil & Environmental Engineering and Geography Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China; 

2.Key Laboratory of Impact and Safety Engineering of Ministry of Education, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Unsaturated soils may still cause soil deformation under the undrained and unvented conditions. 
Therefore, it is necessary to consider the change of void ratio in the simulation of elastoplastic constitutive 
theory of unsaturated soil. This paper derives the predictive control equations of elastoplastic constitutive theory 
of unsaturated soil under different drainage and exhaust conditions (undrained and exhausted, undrained and 
unvented, drained and exhausted), which can be used to predict the mechanical behaviors of unsaturated soil 
under different drainage and exhaust conditions. Through comparative analysis with experimental results, it can 
be seen that this method can reproduce the experimental results well and describe the hydraulic coupling 
behavior of unsaturated soils under different drainage and exhaust conditions. 
Key words: unsaturated soil; constitutive model; undrained and unvented; water-force-air coupling; numerical 
simulation 
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