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sliding 方法研究一类分数阶 Choquard 型方程正解的单调性 
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摘要: 对含分数阶 Laplace 算子的一类 Choquard 型方程的 De Giorgi 型边值问题进行了研究, 运

用 sliding 方法得到了方程正解在整个空间上的单调性.  
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本文研究了一类分数阶 Choquard 方程正解的

单调性, 即 
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其中, ,n sC 为常数, . .PV 代表柯西主值. 为使式(2)
有意义, 要求 
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( ) 0x  是关于 x非增且连续的函数, ( )x ≤  
( )K x 对于 x 恒成立, 其中, (0,1)  为常数, 且 
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其中, ,n sC 与式(2)相同.  
分数阶 Laplace 算子已经得到国内外学者的广

泛研究, 其中, 含分数阶 Laplace 算子的 Choquard
型方程逐渐成为研究的热点[1-3]. Caffarelli 等[4-5]引

进延拓法来解决分数阶 Laplace 算子的非局部问题. 
Yuan 等[6]通过建立与分数阶方程等价的积分方程

以得到解的对称性问题. Chen 等[7-8]提出运用直接

移动平面法研究分数阶 Laplace 方程和分数阶 p- 
Laplace 方程解的性质. Berestycki 等[9]引入 sliding
方法, 运用极大值原理得到整数阶 Laplace 方程解

的定性性质. 之后, Wu 等[10]运用 sliding 方法(滑动

平面法)得到分数阶 Laplace 方程解的 De Giorgi 型
边值问题解的单调性. 

文献[1]中运用直接移动平面法研究了含分数

阶 Laplace 算子的 Choquard 型方程: 
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其中, 2,0 1,1 ,0 , 0n s p n a     ≥ ≤ ≤ 是一

个常数. 同样也证明了方程解的对称性和单调性.  
然而, 非局部 Choquard 方程的 De Giorgi 型边

值问题的单调性还无人研究, 这类问题研究的主

要基本工具是 sliding 方法, 而此类方程两边具有

不同类型的非局部项是用该方法研究的一个难点. 
本文引入非局部项相互比较的技巧, 采用 sliding
方法证明了式(1)的正解在 nR 上关于 nx 单调递增, 
且只依赖于 nx . 
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关于 1 2 1( , , , )nx x x x    一致收敛.   

则u关于 nx 单调递增, 且只依赖于 nx .  

1 预备知识 

本文需要用到如下引理.  
引理 1[11]  (无界区域极大值原理)令 D是 nR

中的开集(可能无界、不连通), 设 
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其中, q是 D中任意点. 令 1,1
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2 定理 1 的证明 

本节通过 sliding 方法证明定理 1, 证明过程将

分为 3 个步骤进行. 
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若式(10)不成立, 则 
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( ) ( ).u x u x    
根据步骤 1 和步骤 2 有 

( ) ( ), , 0.nu x u x x R    ≤  (27) 
接下来证 0n  , 对所有 , 0n   , 0  , 有 

( ) ( ), .nu x u x x R ≤  
如果不成立, 则存在 , 0n   , 0  充分小, 

有 
( ) ( ) , , 0.nu x u x x R         

设存在 , 使得 
,ne     

其中, (0, 0,1)ne   . 由 u的连续性有 

( ) ( ) .
2

u x u x       

因此, 

( ) ( ) .
2

u x u x     (28) 

又由式(27)可得 
( ) ( ), , 0.nu x u x x R    ≤  (29) 

显然, 式(28)和(29)矛盾, 因此假设不成立, 即
当 0n  时, 对所有 , 0n   , 0  , 有 

( ) ( ), .nu x u x x R ≤  
用  代替 , 对所有 , 0n   , 可以得到 

( ) ( )u x u x   , 
这意味着 ( )u x 不依赖于 x , 则 

( ) ( ),nu x u x  
即 ( )u x 只依赖于 nx .  

定理 1 证明完成.  
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Sliding method on monotonicity of positive solutions of a class of 
fractional Choquard equations 
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Abstract: In this paper, we study the De Giorgi type boundary value problem for a Choquard equation with 
fractional Laplace operator. We employ the sliding method to establish monotonicity of the positive solutions of 
the equation.  
Key words: fractional Laplace operator; Choquard equation; sliding method; monotonicity 
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