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两分量 Novikov 方程的爆破准则和持续性 

陈  涵,  严可欣, 蒋先江* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 研究了两分量 Novikov 系统柯西问题强解的两大性质, 该类方程组可以看作是 Novikov 方

程的推广. 一方面, 利用一维线性运输方程相关性质和 Morse-Type 估计讨论该问题解的精准爆

破, 得到新的爆破条件; 另一方面, 利用时频分析理论研究了方程组在 pL 权重空间上的持续性

结论.  
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本文研究下列两分量 Novikov 系统:  
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式中: ,xx xxm u u n v v    . 这个方程组(1)式最早

是由Li等[1]提出, 并证明了该系统包括Lax对和双

哈密顿系统的可积性. 随后 Qu 等[2]研究了该系统

在 Besov空间下的局部适定性和解的爆破现象, 并
证明在  上存在单尖峰孤立子, 在上存在单尖

峰孤立子解和多尖峰孤立子解. 最近, Wang 等[3]研

究在周期情形下和非周期情形下, 两分量 Novikov
方程系统解对初值的不一致依赖性, 以及该解映

射在 Sobolev 空间中的 Hölder 连续性. 
当 0v  时, 两分量 Novikov 系统(1)式约化成

著名的 Novikov 方程:  
23 0, .t x x xxm uu m u m m u u      (2) 

这个方程最早是由 Novikov[4]在研究非局部偏

微分方程的对称分类中得出的. Novikov 方程具有

非常丰富的研究结果, Hone 和 Wang 等[5-6]证明了

其具有双哈密顿结构和无穷守恒律, 并且完全可

积. 进一步, 关于方程(2)式在 Besov 空间和 Soblev
空间的局部适定性、持续性、解的爆破现象和全局

存在性等结论可以参考文献[7-10]. 
另外一个两分量 Novikov 系统称之为 Geng- 

Xue 方程:  
3 0,

3 0.
t x x

t x x

m uvm vu m
n uvn uv n

  
   

 (3) 

式(3)是由 Geng 和 Xue 在文献[11]中提出作为

Novikov 两分量推广. Geng-Xue 方程解的爆破现象

和持续性质问题在文献[12]中被讨论, 关于式(3)的
局部适定性、可积性、双哈密顿系统以及解对初值

的不一致依赖性等结论可以参考文献[13-16]. 值
得一提的是, Geng-Xue 方程和式(1)相比没有 1H 守

恒律. 

1 爆破条件 

首先 , 回忆方程组(1)式的局部适定性结论 , 
通过 Littlewood-Paley 定理及 Besov 空间定义性质, 
得到在 Sobolev 空间上局部适定性的结果如下:  

定理 1[2]  假设 3/ 2s , 0 0 0( , ) ( )sz u v H    
( )sH  , 则存在一个最大生存时间 0T  , 使得初

值问题(1)有唯一解 1( , ) ([0, ]; ( ))sz u v C T H C    
1 1 1([0, ]; ( )) ([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))s s sT H C T H C T H     , 

且解连续依赖于初值. 
下面给出 Morse-type 估计和一维运输方程一

些常用的引理. 
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引理 1[17] 

 || || || || || || || || || || ,s s sH H L H L
fg C f g g f ≤  (4) 

 1|| || || || || ||s sx H H L
f g C f g  ≤  

|| || || || .sx H L
g f   (5) 

引理 2[17]  考虑如下线性运输方程的初值问题:  

0

,
(0, ) ( ).
t xf vf F
f x f x
 

 
 (6) 

令 (0,1)s , 假设 0 ( )sf H  , 1([0, ];F L T  
1( )), , ([0, ]; ( ))s

xH v v L T L  , 并且 ([0, ];f L T  
( ))sH  是方程组(6)式的解, 则下列估计成立:  

0 0
|| ( ) || || || || ( ) || ds s s

t

H H H
f t f F   ≤  

0
( ) || ( ) || d ,s

t

H
C V f    (7) 

( ) ( )
0|| ( ) || || || || ( ) || ds s s

CV t CV
H H H

f t e f e F≤  

( )

0
|| ( ) || d ,s

t CV
H

e F    (8) 

其中, 

 
0

( ) || ( ) || || ( ) || d
t

xL L
V t v v     ,  

C为只依赖于 s的常数. 
在文献[2]中得到已有的爆破结论:  
定理 2[2]  假设 3/ 2s  , 0 0 0( , ) ( )sz u v H    

( )sH  , 那么两分量 Novikov 系统柯西问题(1)对
应解在有限时间 0T  内爆破当且仅当 

liminf( ) .x xt T
uu vv


    (9) 

本文将进一步研究关于对应解 ( , )m n 的爆破

条件. 
定理 3  假设 1/ 2s  , 0 0( , ) ( ) ( )s sm n H H   , 

令 0T  是两分量 Novikov 系统柯西问题(1)强解

( , )m n 的最大生存时间. 如果T   , 那么 

 2

0
|| ( ) || || ( ) || d .

T

L L
m t n t t     (10) 

证明  对于 (1 / 2,1)s , 利用引理 2 有 

0 0
|| ( ) || || || || 3( )s s

t

x xH H
m t m C uu vv m   ≤  

( || ( ) | d ,) | ||s sx x H H
vu uv n U m    (11) 

其中, 

 2 2

0
( ) || || 2 || || d

t

x xL L
U t u v uu vv      . 

因为 u p m  , | | / 2( ) xp x e , x xu p m  
以及 xxu u m  , 结合 Young 不等式有 

|| || ,|| || ,|| || || || ,x xxL L L L
u u u C m   ≤  (12) 

|| || ,|| || ,|| || || ||s s s sx xxH H H H
u u u C m≤ . (13) 

同理, || || ,|| || ,|| || || ||x xxL L L L
v v v C n   ≤ 和 || || ,sHv  

|| || ,|| || || ||s s sx xxH H H
v v C n≤ 成立. 

借助上面的估计和引理 1 有 

 2|| 3( ( |) ) | (|| ||sx x x x H L
uu vv m vu uv n C m    ≤  

2|| || ) || || || || || || || ||s sL H L L H
n m m n n   ≤ 

2) ((|| || || || || || || || ),s sL L H H
C m n m n    

2 2( ) || || 2 || ||x xL L
U t u v uu vv      ≤ 

2 2(|| || || )|| .
L L

C m n   

代入(11)式, 得到 

 2

0 0
|| ( ) || || || || || || ||s s

t

H H L L
m t m C m n   ≤  

 || || || || d ,s sH H
m n   (14) 

同样地,  

 2

0 0
|| ( ) || || || || || || ||s s

t

H H L L
n t n C m n   ≤  

 || || || || d .s sH H
m n   (15) 

结合式(14)和(15), 应用 Gronwall 不等式得到 

 20
|| || || || d

0 0|| ( ) ( ) || || || .
t

L L
s s

C m n

H H
m t n t m n e

  ≤  (16) 

所以, 如果最大生存时间T  满足 

 2

0
|| || || || d

t

L L
m n     ,  

可推断出 

 limsup || ( ) || || ( ) ||s sH Ht T
m t n t


    

和最大生存时间T  的假设相矛盾, 即完成了定

理 3 中 (1 / 2,1)s 的部分. 
对于 [1,2)s , 将方程组(1)中第一个方程关于

x求导: 
2 2( ) 5( ) 3(tx xx x x x xm u v m uu vv m uu        

1) (( ) ) ( , ).x x x x xvv m vu uv n R t x    (17) 
由于 1 (0,1)s   , 可利用引理 2 得 

1 1 10 10
|| || || || || ( ) ||s s s

t

x xH H H
m m C R     ≤  

1( ) || || d .sx H
U m   (18) 

利用引理 1 以及式(12)和(13), 有下列估计:  
1|| 5( ) 3( ) || sx x x x x x H

uu vv m uu vv m    ≤  

 1|| || || || || || ||s sx x x xH L H
C uu vv m m uu     

  2 2|| (|| || || || || ||) sx L L L H
vv C m n m   ≤  

|| || || || || || ,sL L H
m n n   
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1|| (( ) ) || || ( ) ||s sx x x x xH H
vu uv n C vu uv n  ≤ ≤  

 2 2(|| || || | )| || || sL L H
C m n m    

|| || || || || || .sL L H
m n n   

代入(18)式, 得到 

 1

2

0 0
|| || || || || || || ||s s

t

x H H L L
m m C m n    ≤  

 || || || || d ,s sH H
m n   (19) 

同样地,  

 1

2

0 0
|| || || || || || || ||s s

t

x H H L L
n n C m n    ≤  

 || || || || d .s sH H
m n   (20) 

类似 (1 / 2,1)s 的方法, 证得定理在 [1,2)s
情况下仍然成立. 

最后, 设 2 k≤ , 利用数学归纳法假设式

(14)在 [ 1, )s k k  是成立的, 下证对于 [ , 1)s k k 
仍然成立. 将式(1)中第 1 个方程关于 x求导 k次, 
则有 

2 2( ) ( ) ( )k k
t x x xm u v m        


1

2 2 1

0

( ) 3(
k

l k l l k
k x x x x

l
C u v m uu


 



        

 1) ( ) ( , ).x x xvv m vu uv n F t x    (21) 

此时, [0,1)s k  , 利用引理 2 可以得到 

0 10
|| || || || || ( ) ||s k s k s k

tk k
x xH H H
m m C F      ≤  

( ) || || d .s k
k
x H

U m    (22) 

利用引理 1 以及式(12)和(13), 有下面的估计:  


1 1

2 2 1

0 0

|| ( ) || ||s k

k k
l k l l l k l
k x x k xH

l l
C u v m C C

 
  

 

     ≤  

1
2 2 2 2( ) || || || || ( ) ||s k

l k l
x xH L L

u v m u v   
       

1|| || s k
l
x H
m 

 ≤  1

1
2 2

0

|| || s l

k
l
k H

l
C C u v  





   

1
2 2|| || || ( ) || || || s k l

l k l
x xL L H
m u v m    

    ≤ 

 1 1/2 0

1
2 2

0

|| || || ||s l l

k
l
k H H

l
C C u v m    





   

1/2 10

2 2|| || || ||k l s k lHH
u v m      ≤ 

 1/2 1/20 0

2 2( ) || || || || || || ,k k sHH H
C k m n m      

|| (3( ) ( ) ) || s k
k
x x x x x H

uu vv m vu uv n     ≤ 

 || ( ) || || ( ) ) ||s sx x x xH H
C uu vv m vu uv n   ≤ 

 2 2(|| || || || ) || || || || || ||sL L H L L
C m n m m n       

  1/2 1/20 0

2 2|| || (|| || || || )s k kH H H
n C m n     ≤  

1/2 1/20 0|| || || || || || || || .s k k sH HH H
m m n n      

这里运用 Sobolev嵌入定理, 当 0 (0,1 / 4)  时, 
01/2H  嵌入 L , 01/2kH L   嵌入 L . 代入式(22), 

得到 

 1/2 1/20 0

2

0 0
|| || || || || || || ||s k s k k

tk
x H H H H
m m C m n       ≤  

 || || || || d ,s sH H
m n   (23) 

同样地,  

 1/2 1/20 0

2

0 0
|| || || || || || || ||s k s k k

tk
x H H H H
n n C m n       ≤  

 || || || || d ,s sH H
m n   (24) 

结合式(23)和(24), 应用 Gronwall 不等式 

 0 0|| ( ) || || ( ) || || || || ||s s s sH H H H
m t n t m n  ≤  

 1/2 1/20 0

2

0
exp || || || || d .k k

t

H H
C m n     

  
  (25) 

如果T  且满足 1/2 1/20 0

2

0
(|| || || || ) dk k

T

H H
m n      , 

根据 03 / 2 (1,2)  , 再通过数学归纳法得到当

2k≥ 时 , 1/2 1/20 0
2(|| || || || )k kH H

m n     在 (0, )t T 一

致有界. 所以 
 limsup || ( ) || || ( ) || ,s sH Ht T
m t n t


    

这与T 为最大生存时间的假设相矛盾, 即完成了

定理 3 的所有证明. 
推论 1  假设 1 / 2s  , 0 0( , ) ( ) ( )s sm n H H   , 

令 0T  是两分量 Novikov 系统柯西问题(1)强解

( , )m n 的最大生存时间. 那么解 ( , )m n 在有限时间

爆破当且仅当 
limsup || ( ) ( ) || .

Lt T
m t n t 


    

下面进一步应用运输方程特征线法研究方程

的精准爆破现象. 首先考虑速度为 2 2u v 的常微

分方程:  
 2 2d ( , ) / d ( , ( , ) ,

( , ) (0, ) ,
(0, , .

)

)

q t x t u v t q t x
t x T

q x x x

  
  
  




 (26) 

引理 3  假设 1/ 2s  , 0 0( , ) ( ) ( )s sm n H H   , 
令 0T  是两分量 Novikov 系统柯西问题(1)强解

( , )m n 的最大生存时间. 那么, 方程组(26)式有唯

一解 1([0, ) ; )q C t   , 且 ( , )q t  是在上的递增

微分同胚映射, 同时满足 

 0
( , ) exp 2 ( )( , ( , ))d 0,

t

x x xq t x uu vv s q s x s    
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( , ) [0, ) .t x T   (27) 

引理 4  解 ,m n m n  具有符号不变性, 进而 
( )( , ( , ))m n t q t x   

  
0

exp 3 , ( , ) d
t

x xuu vv s q s x s     

   0 00
, ( , ) d ( ),

t

x xuv vu s q s x s m n   (28) 

( )( , ( , ))m n t q t x   

  
0

exp 3 , ( , ) d
t

x xuu vv s q s x s     

   0 00
, ( , ) d ( ).

t

x xuv vu s q s x s m n   (29) 

定理 4  假设 1 / 2s  , 0 0( , ) ( ) ( )s sm n H H   , 
令 0T  为两分量 Novikov 系统柯西问题(1)强解

( , )m n 的最大生存时间. 那么解 ( , )m n 在有限时间

爆破当且仅当 
 inf inlim f ( ( , ) ,)x xt T x
uu vv t x

 
  


 

或 
 sup (lim )( , ) .x x L

t T
uv u v t 


     (30) 

证明 假设解 ( , )m n 在有限时间内爆破, 且存

在常数 0C  , 使得对于任意 ( , ) [0, )t x T 有 
( ( )) , ,x xuu vv t x C ≥  

( )( , ) .x x L
uv u v t C  ≤  

根据式(28)和 Sobolev 嵌入不等式, 有 

 || ( )( , ) || || ( ) , ( , ) ||
L L

m n t m n t q t      ≤ 

0 0|| || ,sCt
H

Ce m n  (31) 

 2 2 2

0
|| ( ) || || ( ) || d

T CT
L L

m t n t t C Te   ≤  

 2

0 0|| || || || ,s sH H
m n    (32) 

这和定理 3 产生矛盾. 
另一方面, 利用 Sobolev 嵌入定理, 若 

 inf inlim f ( ( , ) ,)x xt T x
uu vv t x

 
  


 

或 
 sup (lim )( , ) ,x x L

t T
uv u v t 


     

那么解 ( , )m n 会在有限时间里爆破. 

2 持续性 

利用时频分析理论研究可积两分量 Novikov
系统(1)在 pL 权重空间 : ( , ( )d )p p pL L x x  的持续

性. 目标是找到一类权重函数 , 使得下式成立: 

[0, )
sup (|| ( ) || || ( ) || )p pxL L
t T

z t z t 


    . 

首先, 给出一些辅助函数定义[19]:  
定义 1  对 ,x y  , 权重函数 :  满足

( ) ( ) ( )x y x y   ≤ , 则称为次乘函数. 
定义 2  给定一个非负次乘函数 , 定义函数

是 适中函数, 当且仅当 0, , 0: (x y C x      

0) ( ) ( ).y C x y ≤  
定义 3  局部绝对连续函数 :   , 对于

某些 0A  , 有 | ( ) | | ( ) |x A x  ≤ 对 x几乎处处

成立, 且是 适中函数, 次乘函数满足 

inf 0 


和 | |

( ) dx

x x
e


  ,  

则称为容许权重函数. 
定理 5  假设 3 / 2s  , 0T  , 且 2 p ≤ ≤ , 令

1 1( , ) ([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))s sz u v C T H C T H     
1 1([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))s sC T H C T H   是两分量 Novikov

系统柯西问题(1)的一个强解, 初值 0(0, )z x z 满足

0 0, ( ) ( ) ( ),p p
xz z L L      其中,  是方程的一

个容许权重函数, 那么对于任意 [0, ]t T , 有以下

不等式成立:  
0|| ( ) || || ( ( )) || (|| ||p p pxL L L

z t z t z    ≤  
2

0|| ( ) || ) exp{ },px L
z CM t  (33) 

其中, 常数 0C  , 仅依赖于和 ,  

[0, ]
sup (|| ( ) || || ( ) || ) .xL L
t T

M z t z t 


      

注 如果取一般的标准权重函数:  
| |

, , , (1 | |) log( | |) .
ba x c d

a b c d e x e x      (34) 
情形 1  取 0,0, ,0c  , 对于 0c  , p   , 定理

揭示了强解的代数衰减. 
情形 2  当 0x≥ 时, 取 ,1,0,0a  ; 当 0x≥ 时, 

取 1  , 对于 0 1a ≤ , p   , 定理揭示了强解

的指数衰减. 
证明  将方程组(1)改写成弱解形式:  

2 2
1 1

2 2
2 2

( ( , ) ( , ) 0,
( ( , ) ( , ) 0) ,

)t x

t x

u u v u A u v B u v
v u v v A u v B u v
     


    
 (35) 

3 2
1 1

3 2 2 2

3 2
2 2

3 2 2 2

1( , ) ( ), ( , )
2

3 1 ,
2 2

1( , ) ( ), ( , )
2

3 1 ,
2 2

x x x

x x x x x

x x x

x x x x x

A u v G u u v B u v

G u uv uu vu v uv

A u v G v v u B u v

G v vu vv uv u vu

   


         

   

          
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其中, 核函数 | |/ 2( ) xG x e . 又根据 ( , ) ([0,z u v C   

 ]; ( )) [0, ]; ( )s sT H C T H  的假设, 得到 

[0, ]
sup (|| ( ) || || ( ) || )xL L
t T

M z t z t 


     .  

对于任何 N  , 考虑 ( )x 的 N 截断函数: 
( ) ( ) min{ , }Nf x f x N  . 显然有 :f   是局

部绝对连续, 且 || ||
L

f  和 | ( ) | | ( ) |f x A f x ≤ , x在

上几乎处处成立. 进一步, 若 1
1 0max{ , }C C   , 

其中 inf ( ) 0x  


 有 

1( ) ( ) ( ), , .f x y C x f y x y  ≤  
得到的截断函数 f 关于 N也是一致 适中的. 

下面先考虑 2 p  ≤ 的情况. 
将式(35)中第 1 个方程乘以 2| | ( )pf uf uf , 再

在上关于 x作积分, 得到 
2 2 2| | ( )( )d | | ( )(p p

tuf uf u f x uf uf u   
 

2 2) d | | ( )p
xv u f x uf uf f   

 1 1( , ) ( , ) d 0.A u v B u v x   (36) 

对式(35)每项作估计 
2 1 d| | ( )( )d || ||

d p
p p

t L
uf uf u f x uf

p t
    

1 d|| || || || ,
dp p

p
L L

uf uf
t

  

2 2 2 2 2| | ( )( ) d || || ||p
x L

uf uf u v u f x u v 
    ≤  

1 2 1|| || || || || || || ,p p p p
p p

x xL L L L
uf u f CM uf u f ≤  

 2
1 1| | ( ) ( , ) ( , ) dpuf uf f A u v B u v x   ≤ 

 1
1 1|| || || ( , ) ( , ) ||p p

p
L L

uf f A u v B u v   ≤ 

1

1 3 21 1|| || || ( ) ||
2 2p p

p
x xL L L

C uf G f u uv   



 

1
3 2 23|| ( ) || || (

2x x x xL
G f u uv uu vu v       

2 21 ) || || ||
2 p p

p
x L L

uv CM uf



≤  

1|| || || || .p p
p

xL L
uf u f  

在估计中, 使用 Hölder 不等式, 参考文献[19]

中的命题 3.1 和 3.2 以及定义中 | |

( ) dx

x x
e


  . 最

后可以得到 

 2d || || || || || || .
d p p pxL L L

uf CM uf u f
t

≤  (37) 

下面估计 xu f . 将方程关于 x求导可得 

2 2 3 2
1( ) ( , ) (xt xx xu u v u A u v G u uv        

2 2 3 23 1 ) (
2 2x x x xuu vu v uv u uv      

2 21 1 ) 0.
2 2x x x xuu vu v uv    

等式两端乘以 2| | ( )p
x xf u f u f , 再在  上关

于 x作积分, 注意到 
2 1 d| | ( )( )d || ||

d p
p p

x x xt x L
u f u f u f x u f

p t
    

1 d|| || || || ,
dp p

p
x xL L
u f u f

t
  

2 2 2| | ( )( ) dp
x x xxu f u f u v u f x  ≤  

| |
(2 2 )d

p
x

x x
u f uu vv x
p

    

2 2 2| | ( )d || ,|| p
p p

x x L
A u f u v x CM u f ≤  

2 3 2
1( ) ( , ) (p

x x xu f u f f A u v G u uv      

12 23 1 ) d
2 2 p

p
x x x x x L

uu vu v uv x C u f   


≤  

1 1
3 21 1|| ( ) || || ( ) || || || ||

2 2 px x xL L L
G f u uv G f     


 

3 2 2 23 1( ) ||
2 2 px x x x L

u uv uu vu v uv     

≤  

 2 1|| || || || ||| ,| p p p
p

x xL L L
CM u f uf u f   

 2 3 2 21
2

p
x x x x xu f u f f u uv uu vu v     

  

2 2 1||1 d ||
2 p

p
x x L

uv x CM u f  


≤  

 || || || || .p pxL L
uf u f  

其中, 第 2 个估计中利用 ( )xx x x xu u f u f   ≤ 
( )x x xu f Au f . 所以可以得到 

 2d || || || || || || .
d p p px xL L L

u f CM uf u f
t

≤  (38) 

结合式(37)和(38), 应用 Gronwall 不等式得到, 
对于任何 [0, ]t T 有 

0|| ( ) || || ( )( ) || (|| ||p p pxL L L
u t f u t f u f  ≤  

2
0|| ( ) || )exp{ }.px L
u f CM t  (39) 

将 N  , 根据 0 0, ( ) ( )p
xu u L    , 对于任

何 [0, ]t T 运用 Lebesgue 有界收敛原则 

0|| ( ) || || ( )( ) || (|| ||p p pxL L L
u t u t u    ≤  

2
0|| ( ) || ) exp{ },px L
u CM t  (40) 
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同样地, 用类似方式估计变量 v , 结合式(40)得出

对于任何 [0, ]t T 有 

0|| ( ) || || ( )( ) || (|| ||p p pxL L L
z t z t z    ≤  

2
0|| ( ) || ) exp{ }.px L
z CM t  (41) 

最后考虑 p  的情况.  
因对于任何 2f L L  , 有 || || lim || || pL Lp

f f




成立, 所以式(41)仍然成立, 即完成定理 5 证明. 

然而, 定理 5 不适用加权函数 1,1, ,c d , 当 0,c   
,1/ | |d c p   ≤ 时定理仍然成立. 所以下面考

虑更一般的结果. 
定理 6  假设 3 / 2s  , 2 p ≤ ≤ , 是 适

中加权函数满足 | ( ) | | ( ) |x A x  ≤ , 且 inf 0 


, 
| | ( )pe L     , 初值 0 0} 0 0{ )| ( ,tz z u v  满足 

0
1/3 3

0

( ),
( ),

pz L
z L



 







0
1/3 3

0

)( ( ),
( ( ).)

p
x

x

z L
z L



  

 




 

令 1 1( , ) ([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))s sz u v C T H C T H       
1 1([0, ]; ( )) ([0, ]; ( ))s sC T H C T H   是 两 分 量

Novikov 系统柯西问题(1)的一个强解, 那么 

 
[0, ]

sup || ( ) || || ( ) || ,p pxL L
t T

z t z t 


    (42) 

 3 3
1/3 1/3

[0, ]
sup || ( ) || || ( ) || .xL L
t T

z t z t 


    (43) 

证明  首先注意到 1/3 是 1/3 -适中函数满足
1/3 1/3( ) ( ) ( ) / 3x A x  ≤ , 且 1/3inf 0 


, 1/3 | |/3xe    

3 ( )pL  , 由 Hölder 不等式得到 1/3 | | 1( )xe L    . 将
加权函数 1/3 和 3p  应用于定理 5 得到 

3 3 3
1/3 1/3 1/3

0|| ( ) || || ( )( ) || (|| ||xL L L
u t u t u    ≤  

3
1/3 2

0|| ( ) || )exp{ },x L
u CM t  

3 3 3
1/3 1/3 1/3

0|| ( ) || || ( )( ) || (|| ||xL L L
v t v t v    ≤  

3
1/3 2

0|| ( ) || ) exp{ }.x L
v CM t  

另一方面从定理 5 的证明中, 容易得到 

2d (|| || || || ) || ||
d p p pxL L L

uf u f CM uf
t

 ≤  

 1 1|| || || [ ( , ) ( , )] ||p px L L
u f f A u v B u v    

 1 1|| ( , ) ( , ) || .px L
f A u v B u v   (44) 

2d (|| || || || ) || ||
d p p pxL L L

vf v f CM vf
t

 ≤  

 2 2|| || || [ ( , ) ( , )] ||p px L L
v f f A u v B u v    

 2 2|| ( , ) ( , ) || .px L
f A u v B u v   (45) 

下面估计  1 1|| ( , ) ( , ) || pL
f A u v B u v 和  1|| ( ,xf A u  

1) ( , ) || pL
v B u v . 

  1 1( , ) ( , ) || || ||pp LL
f A u v B u v C G f ≤  

1
3 2 31 1 || || ( ) || ||

2 2 px x xL L
u uv G f u     

 
 

1
2 2 23 1 ) ||

2 2x x x x L
uv uu vu v uv   



≤  

3 3 3
1/3 3 1/3 1/3 2(|| || || || || ||x xL L L

C f u f u f v   

3 3 3
1/3 3 1/3 1/3 2|| || || || || ||

L L L
f u f u f v   

3 3 3
1/3 1/3 2 1/3|| || || || || ||xL L L
f u f u f v   

3 3
1/3 1/3 2

0|| || || || exp{3 },x xL L
f u f v C CM t≤  

其中, 常数 0C 仅依赖于函数和初值. 
 1 1|| ( , ) ( , ) || ||px xL

f A u v B u v f G   ≤  

3 2 3 21 1 || ||
2 2 px x L
u uv fG u uv     

 
 

2 2 3 23 1 || ||
2 2 px x x x L
uu vu v uv f u uv    


 

2 23 1 ||
2 2 px x x x L
uu vu v uv   


≤ 

 2 2
0 exp{3 } || || || || .p pxL L
C CM t CM uf u f   

将上面 2 个估计代入(44)式 

2d (|| || || || ) || ||
d p p pxL L L

uf u f CM uf
t

 ≤  

  2
0|| || exp{3 },px L

u f C CM t  (46) 

同样地,  

2d (|| || || || ) || ||
d p p pxL L L

vf v f CM vf
t

 ≤  

  2
0|| || exp{3 }.px L

v f C CM t  (47) 

令 N  , 就得到 2 p  ≤ 情况的结论, 这
里的常数都仅依赖于函数和初值. 当 p  的情

况可以利用极限理论证明, 因此完成定理 6 证明. 
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Blow-up criterion and persistence properties for a 
two-component Novikov system 

CHEN Han, YAN Kexin, JIANG Xianjiang* 
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Abstract: In this paper, we study two properties of strong solutions of Cauchy problem for integrable 
two-component Novikov system, which can be regarded as extension of Novikov equation. We present a precise 
blow-up scenario and some new blow-up results for strong solutions using one-dimensional transport equation 
and Morse-type estimates. Moreover, the persistence properties of the solutions to the system in weighted pL  
spaces are defined by making use of the approach in time-frequency analysis.  
Key words: two-component Novikov system; Cauchy problem; blow-up criterion; persistence properties 
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