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Möbius 几何中的多分量 Camassa-Holm 方程 
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摘要: 研究了一般 Möbius 几何中的曲线流, 证明了一类多分量的 Camassa-Holm 方程等价于

Möbius 几何中的一个不变曲线流, 此方程是两分量 Camassa-Holm 方程的多分量推广, 也可以看

成是一类多分量 KdV 系统的对偶可积系统. 最后得到了此方程的一个退化情形的尖峰孤子解. 
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1993 年, Camassa 等[1]在浅水波状态下欧拉方

程的哈密顿量中使用渐近展开获得 Camassa-Holm 
(CH)方程. 由于几个非平凡的特征, CH 方程的各

类多分量可积方程在过去二十多年得到了广泛发

展. 一方面, 一些 CH 型方程被证明描述了具有不

变度量的测地线流[2-3]或来自某些几何曲线流[4-5]; 
另一方面, 这些 CH 型方程是非线性色散波方程, 
并且大多数都具有非光滑的孤子结构, 例如单峰

和多峰孤子[1,6]. 2003 年, Sanders 等[7]得到嵌入在具

有恒定曲率的 n维黎曼流形中曲线联络[8]演变的结

构方程, 可导出辛算子、哈密顿算子和遗传算子. 
这就提供了有限维几何、无限维几何和可积系统之

间的自然联系. 这些结果可以通过使用自然或平

行标架获得. 2006 年, Sanders 等[9]把以上结果推广

到共形几何上, 得到了嵌入在具有恒定曲率的 n维
共形流形中曲线平行标架流动的结构方程, 这将

得到两个相容的哈密顿算子. Sanders 等利用共形

几何中 Möbius 模型的 Cartan 公式规则[8]得到一个

结构方程. 同年, Chen 等[10]对文献[1]中的 Lax 对

进行推广, 得到了两分量的 CH 方程. 2013 年, Qu
等[11]证明了一些多分量可积系统可通过三维欧几

里得几何中的不变曲线流获得. 2021年, Kang等[12]

在Sanders等[9]的工作基础上把Möbius几何的李代

数形式推广到了更一般的形式, 从而得到了一个

(1+n) 分量的 KdV 方程和一个 (1+n) 分量的

Camassa-Holm方程. 
本文在文献[12]的基础上把 Möbius 几何的李

代数形式进一步推广 , 证明一个(1+n+r)分量的

KdV 方程和(1+n+r)分量的 Camassa-Holm 方程可

以从这一般 Möbius 几何中的曲线流中得到. 利用

伸缩变换进一步研究这个多分量 Camassa-Holm方

程的柯西问题, 最终得到一个退化情形的尖峰孤

子解. 

1 一般 Möbius 几何中的可积方程 

2006 年, Sanders 等[9]研究了以下李代数确定

的 Möbius 几何中的曲线流, 
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式 中 : ( , )t x 是 一 个 标 量 函 数 ; ( , )t x k  
 T

2 ( , ), , ( , )mk t x k t x ;  1( , ) ( , ), ,mt x u t xu   
T( , )nu t x ; 1 m n≤ ≤ . 式(1)中元素和式(2)中变

量的联系如下:  
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文献[12]从Sanders等[9]的工作出发, 提出研究

由更一般的李代数 
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生成的 Möbius 几何中的几何曲线流, 其中  , 
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( )no , 且 是一个 l n 阶矩阵. 由此推导出了相应

的多分量 KdV 型可积方程:  
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式中: ( , )w t x 是一个标量函数; ( , )t xu 是一个 n 维
向量函数. 受文献[9,12]等工作的启发, 本文研究
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确定的 Möbius 几何中的曲线流. 下面将证明一个

(1+n+r) 分量的 KdV 方程和 (1+ )n r 分量的

Camassa-Holm方程可以从这一般Möbius几何中的

曲线流中得到.  

本节将得到一些由 Möbius 几何Mob( , )n l 
曲线演化产生的多分量方程. Möbius 几何是一类

特殊的 Klein 几何, 其主群是维数为(n+l+2)的射影

Lorentz 群. 关于 Möbius 几何更多的细节请参考文

献[9,12-13].  
设 iI 为 i i 阶矩阵, i jO 为零矩阵, i0 为 i 元

零向量. 
引入 Lorentz 群 
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nu  , rv  , ( )mo , ( )no , ( )ro ; 1
是 m r 阶矩阵, 2 是 n r 阶矩阵, 3 是 m n 阶

矩阵. 
给定 Möbius 几何 Möb ( , )n l  上的一条曲线

( , )t x , 设 xD 为曲线 ( , )t x 在点 p 上的切向量. 移
动标架 e 是切空间的基, 其分量为 , 1, ,ie i n l  . 
这里一个自然的问题是确定演化向量 tD , 使得它

满足当 0t  时 t xD D , 以及当任意 0t  时

[ , ] 0x t D D . 使用来表示 Cartan 矩阵, 形式为 
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式中: 1 、 2 和 3 为常向量; w 、u、v、 、 、

 、 依赖于曲线  的曲率. 特别地, 对于给定的
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给定w 、 u、 、  、  和 , 求解此系统也

不容易. 为简单起见, 设 2l  , 1 1= =1 ,     
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情形1  当 w w  w  , 设  r rO ,  n nO , 
方程(5)化简为以下形式: 
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   

   

 

 

  

u v

u v

u u u

v v v
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 


 
 











  

 




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显然, 方程有以下解:  









2

,

,
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T
1

T
3

2

3

, , ,
2 , 1,2, , ,
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,

,

,

,

,

xx

i i xx i

i i xx i

x

w w w
u u wu i n
v v wv i n

w

w

        

  

  

 







 



u u v v

v

u

u

v


 
 












 

从而标量函数 ( , )w t x 、向量函数 ( , )t xu 和 ( , )t xv 满

足以下 (1+ + )n r 分量 KdV 方程:  
23 1( , , ) ,

2 3
3( ) ,
3( .)

t xxx x

t xxx x

t xxx x

w w w

w
w

        
  
  

u u v v

u u u
v v v

 (6) 
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情形 2  当 1
2

w   w   , xxw w  并设

xx u m u u , xx v n v v , 方程(5)变为 

  

  
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  

T T
2 2
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3 3
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T
2, 3

T
3, 1

T T T
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T T T
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2 31

T TT T
3 1

T T

3

,

,

0,

0,

0,
1( ) 0,
2
1( ) 0,
2

1( ) 0,
2

1( ) 0,
2

1( ) ( ) 0,
2

x

x

x

x

x

x

x

x

t x

xt

t

w

w

 

 

 

 

  

    

    

     

     

     



m m

n n

u u m

v v n

m n

m n

m u m

n





 

 

 





 

 

 

 











  

  

 

 





 

 

 

 T

1

T1( ) ( ) 0.
2

x     v n   
 

对此方程组可求得如下解:  

 

 

 

2 31

T T
3 1

T T

,

1, , ,

, ,

( , ), ( , ),
1 1 ,
2 2

1 ,
2

1( 2) ,
2

x

x x

w

w

w w w

u w

v w











    

  

   

    

   

   

u v

u v

u u v v

u m v n

u m u

v n v










x x

 

 

 



 

从而 ( , )t x 、 ( , )t xm 和 ( , )t xn 满足以下(1+n+r)分量

Camassa-Holm方程: 
2 , ,
, , 0,
2 2
( , ) 0,

2 ( 2) 2
( , ) 0,

,
,,

t x x x x

x x

t x x x x

x

t x x x x

x

xx

xx xx

w w

w w

w w

w w

        
      
     


 
      
  


 
    

u m u m
v n v n

m m m u u
u u m

n n n v v
v v n

m u u n v v

  

 

 



 (7) 

式中 : ( , )w t x 是标量函数 ;  1( , ) ( , ), ,t x u t xu   

T( , )nu t x 是 n 维函数;  T
1( , ) ( , ), , ( , )rt x v t x v t xv 

是 r 维函数; ( , )x v v 和 ( , )x u u 表示两个 n n 反

对称矩阵, 其中 , ,( ( , ))x ij i x j i j xu u u u  u u , ,i j   
1, ,n . 方程(7)是(1+n+r)分量 KdV 方程(6)对偶可

积系统. 

2 (1+n+r)分量 CH 方程的尖峰孤波解 

对 t 、w、 iu 和 iv 进行伸缩变换 
1 , , , ,

1, , , 1, , ,
i i l lt t u u v v w w

i n l r



 

   
 

   
 

代入方程(7)得到以下方程: 
2 , ,
, , 0,
2 2
( , ) 0,

2 ( 2) 2
( , ) 0.

t x x x x

x x

t x x x x

x

t x x x x

x
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        
      
     
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
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n n n v v
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  
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 




 

令 0 , 可以得到以下方程:  
2 , ,
, , 0,
2 2 0,

2 ( 2)

.

2 0,
,
,

t x x x x

x x

t x x x x

t x x x x
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xx xx
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      
     
      
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
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v n v n

m m m u u
n n n v v

m u u n v v

  

 
 



 (8) 

本节将研究方程(8)柯西问题 

0

T
0 0 10 0

0
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,
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n
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x x x u x u x
x
x x
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
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
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



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

 

 

T
0 10 0( ) ( ( ), , ( )) ,

,
0, 0, 0,

r

x

x v x v x
x

w















 
 


   

v

u v




(9) 

尖峰孤立波解的存在性. 一般地, 将包含 w、 u和
v的表达式  、m 和 n代入方程(9), 得到以下方

程:  



 
第 3 期 覃慧, 等: Möbius 几何中的多分量 Camassa-Holm 方程 47  

 

2 1 2
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1 , 0,
2
( ) (1 ) 2 0,
( ) 2 (1 ) 2

2(1 ) ( ) 0

(

)

( )
( )

.

t x x x x x
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
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注意到 
2 1

2 1

(1 ) ,

(1 ) ,
x

x

u m H m

v n H n





    

    
 (10) 

式中: ( ) e / 2xH x  ; 表示上的卷积. 现在定

义方程(9)的弱解.  
定义   给定初值 1

0 0 0 loc, , ( )k hw u v H   (k   
1, , , 1, , )n h r  , 函 数 loc, , ([0, ),w L Tu v  

1
loc ( ))H  是初值问题(9)的弱解当且仅当它们满足

以下方程:  
2 2
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









0d ( ) (0, )d 0,t v x x x 

 

且任意测试函数 ( , ) ([0, ) )ct x C T  . 如果对于

任意 0T  , w 、 u和 v是 [0, )T 上的弱解, 则它们

被称为全局弱解.  
定理  设任何 0 0a  , 形式为 

0

T
1

T
1

( , ) e ,

( , ) e , ( , , ) ,

( , ) e , ( , , ) ,

x ct

x ct
n

x ct
r

w t x a
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 

 


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v b b





 

且满足条件 
2

0 02 , , ,c a a      a a b b  (11) 

的表达式是方程(9)的全局弱解.  
证明  首先, 在分布 ( )S   的意义下, 对任何

t  有 

( , ) sign( ) ( , ),
( , ) sign( ) ( , ),
( , ) sign( ) ( , ).

x

x

x

w t x x ct w t x
t x x ct t x
t x x ct t x

   

   

   

u u
v v

 (12) 

设 0 ( ) : (0, )w x w x , 0 ( ) : (0, )x xu u , 0 ( ) :x v  
(0, )xv , x . 则有 

1,

1,

1,

0
0

0
0

0
0
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 (13) 

相似地, 对于任何 0t  , 有 
( , ) sign( ) ( , ) ( ),

( , ) sign( ) ( , ) ( ),

( , ) sign( ) ( , ) ( ).

t

t

t
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

 (14) 

因此, 根据式(12)~(14)可以推断出, 对于每个

测试函数 ( , ) ([0, ) )ct x C   , 
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2 ( , ) ( , ) ( , )d dw t x t x t x x tu  , (16) 
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进一步利用w、u和 v的定义, 有 
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和 
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sign( )( 2 2 )x ct c w   v v v  
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0
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( 2) e 2 e , ,
( 2) e 2 e , .

ct x ct x

x ct x ct

c a x ct
c a x ct

 

 

   

  

b b
b b ≤

 (20) 

另一方面, 由式(10)有 
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由 sign( )e / 2x
xH x   可以得到 
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22
0( , , )e dx y y cta y        a a b b . (21) 

当 x ct 时, 将式(21)右侧的积分区间拆分为

三个部分:  
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直接计算得 
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则当 x ct 时, 
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2( )(e e )ct x ct x  . (22) 

而对于 x ct≤ 时, 使用类似的计算方法, 有 
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2( )(e e )x ct x ct  . (23) 

如果 x ct , 有 
(2 )( , )x x xH w w t x  u u  

2( )
02 (e e )ct x ct xa  a , (24) 

如果 x ct≤ , 则有 
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利用类似的计算可推出, 如果 x ct , 有 
(2 )( , ) 2 ( )( , )x x x xH w w t x H w t x    v v v  

2( )
0

4 (e e )
3

ct x ct xa  b , (26) 

如果 x ct≤ , 则有 
(2 )( , ) 2 ( )( , )x x x xH w w t x H w t x    v v v  

2( )
0

4 (e e )
3
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因此, 将式(18)代入式(15), 式(19)代入式(16), 
式(20)代入式(17), 并使用式(22)~(27)可以得到式

(11). 定理证明完毕. 

3 结论 

本文给出了一些多分量CH类方程的几何背景, 
并研究了该方程的可积性和尖峰孤子解. 得到了

多分量 KdV 方程(6), 利用 Möbius 几何得到一个

(1 )n r  分量 Camassa-Holm 方程(7)并求出了它

的尖峰孤子解. 该几何由 Möbius 群定义, 该群是

文献[14]中定义的几何双曲形式. 该方程其他形式

的解以及相关内容还有待进一步研究. 

参考文献:  
[1] Camassa R, Holm D D. An integrable shallow water 

equation with peaked solitons[J]. Physical Review Letters, 
1993, 71(11):1661-1664. 



 
第 3 期 覃慧, 等: Möbius 几何中的多分量 Camassa-Holm 方程 49  

 

[2] Escher R, Kohlmann J, Lenells J. The geometry of the 
two-component Camassa-Holm and Degasperis-Procesi 
equations[J]. Journal of Geometry and Physics, 2011, 
61(2):436-452. 

[3] Kouranbaeva S. The Camassa-Holm equation as a 
geodesic flow on the diffeomorphism group[J]. Journal of 
Mathematical Physics, 1999, 40(2):857-868. 

[4] Gui G, Liu Y, Olver P J, et al. Wave-breaking and peakons 
for a modified Camassa-Holm equation[J]. Communications 
in Mathematical Physics, 2013, 319(3):731-759. 

[5] Chou K S, Qu C Z. Integrable equations arising from 
motions of plane curves[J]. Physica D: Nonlinear 
Phenomena, 2002, 162(1/2):9-33. 

[6] Lenells J. Traveling wave solutions of the Camassa-Holm 
equation[J]. Journal of Differential Equations, 2005, 
217(2):393-430. 

[7] Sanders J A, Wang J P. Integrable systems in 
n-dimensional Riemannian geometry[J]. Moscow 
Mathematical Journal, 2003, 3(4):1369-1393. 

[8] Spivak M. A Comprehensive Introduction to Differential 
Geometry[M]. 2nd ed. Wilmington: Publish or Perish Inc., 
1979. 

[9] Sanders J A, Wang J P. Integrable systems in 
n-dimensional conformal geometry[J]. Journal of 
Difference Equations and Applications, 2006, 12(10):983- 
995. 

[10] Chen M, Liu S Q, Zhang Y J. A two-component 
generalization of the Camassa-Holm equation and its 
solutions[J]. Letters in Mathematical Physics, 2006, 75(1): 
1-15. 

[11] Qu C Z, Song J F, Yao R X. Multi-component integrable 
systems with peaked solitons and invariant curve flows in 
certain geometries[J]. Symmetry Integrability and 
Geometry: Methods and Applications, 2013, 9:001. 

[12] Kang J, Liu X C, Qu C Z. On an integrable 
multi-component Camassa-Holm system arising from 
Möbius geometry[J]. Proceedings of the Royal Society A: 
Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 2021, 
477(2251):20210164. 

[13] Jenson G R, Musso E, Nicolodi L. Surfaces in Classical 
Geometries[M]. New York: Springer, 2016. 

[14] Sharpe R W. Differential Geometry[M]. New York: 
Springer, 1997. 

A multi-component Camassa-Holm equation arising from Möbius geometry 

QIN Hui, WANG Bao* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China )  

Abstract: In this paper, we study curve flows in general Möbius geometry, and prove that a class of 
multi-component Camassa-Holm equations are equivalent to an invariant curve flow in Möbius geometry, which 
is a multi-component generalization of the two-component Camassa-Holm equation, and can also be regarded as 
a dual integrable system of a class of multi-component KdV systems. We also obtain a peaked solution for a 
degradation case of multi-component Camassa-Holm equations. 
Key words: invariant curve flow; Möbius geometry; Camassa-Holm equation; multi-component Camassa-Holm 
system; peaked solution 
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