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常弹性方差模型下含资本利得税的最优投资策略 
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摘要: 研究风险资产价格动态满足常弹性方差模型且考虑资本利得税情形下的最优投资问题. 
假定金融市场中有无风险债券和风险资产两种可投资资产, 风险资产的价格动态满足常弹性方

差模型且这两种资产的收益都将被征收不同税率的税收. 基于最大化终端财富期望效用的目标, 
利用随机动态规划原理建立相应的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程, 通过求解 HJB 方程并利

用一阶最优条件, 分别得到幂效用和指数效用下最优投资策略的解析解, 最后给出数值结果和

经济学解释. 
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Merton[1-2]首次考虑了连续时间模型下的投资

和消费问题, 并应用随机动态规划方法得到最优

投资和消费策略的解析表达式, 从而奠定了连续

时间投资消费理论. 自此以后, 最优投资优化问题

一直是金融工程和金融数学领域的热点问题之一. 
Bielecki 等[3]假定金融市场中存在可投资的带违约

风险的公司债券, 且风险资产价格满足几何布朗

运动 , 利用动态规划原理得到了最优投资策略 . 
Elliott 等[4]利用连续时间马尔可夫链描述市场经济

状态, 研究了机制转换模型下的最优投资问题. 由
于金融市场中一些重大事件的发生会导致股票价

格出现不连续的跳跃, 因此 Jin 等[5]假定风险资产

价格满足跳扩散过程, 研究投资者面临投资限制

时的最优投资组合问题. 近几年的相关研究参见

文献[6-8]. 然而, 这些研究都假定金融市场中风险

资产的波动率为常数. 事实上, 大量实证研究表明

市场中风险资产的对数收益率具有尖峰厚尾特征, 
且波动率不是常数, 而是具有波动率微笑现象. 于
是学者们提出了许多不同的金融模型来描述市场

中风险资产的价格过程, 常弹性方差模型就是其

中之一. 

常弹性方差模型最先由 Cox 等[9]提出, 模型假

定风险资产的波动率与其价格相关, 研究了该模

型下衍生产品的定价问题. 在常弹性方差模型下

的最优投资研究领域中, Zhao 等[10]研究了常弹性

方差模型下指数效用型投资者的最优多资产配置

问题. Li 等[11]假定劳动者的收入是随机的, 风险资

产价格满足常弹性方差模型下确定缴费型养老金

的时间一致投资问题, 接着 Li 等[12]进一步考虑了

市场中存在违约债券的情况, 研究了常弹性方差

模型下带有违约债券的确定缴费型养老金的最优

均衡投资策略问题. 刘小涛等[13]假设风险资产价

格服从常弹性方差模型, 研究了双曲绝对风险厌

恶效用和动态非自融资下的最优投资问题. 阿春

香等[14]假设保险公司的财富过程服从时滞随机微

分方程, 风险资产价格满足常弹性方差模型, 研究

了负指数效用最大化目标下的时滞最优投资与再

保险控制问题. 然而这些文献只考虑了市场风险

而忽视了模型风险, 行为经济学领域的研究学者

指出, 市场中投资者在投资时不仅仅会考虑市场

风险, 而且对经济因素的概率分布也是持有怀疑

态度的, 这就是所谓的模型风险. 于是, Deng 等[15]
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进一步考虑模型风险, 研究了常弹性方差模型下

含违约债券的最优投资问题. 
但是, 上述研究均未考虑投资获得收益将被

征收资本利得税的问题, 目前这方面的研究较少, 
Gallmeyer 等[16]研究了资本利得税和多个风险资产

价格背景下的消费组合问题, 并给出了一种新的

交易灵活性策略. 与此不同, Ma 等[17]假定风险资

产价格满足跳扩散模型, 同时考虑了含资本利得

税情形下的最优投资和消费问题, 并得到了最优

投资和消费策略的表达式. 本文用常弹性方差模

型描述市场中风险资产的价格动态, 考虑投资获

得的资产收益将被征收资本利得税的情形, 通过

Ito 公式和随机动态规划方法得到 Hamilton-Jacobi- 
Bellman (HJB)方程, 分别考虑幂效用和指数效用

下的最优投资问题, 利用最优投资策略的解析表

达式和 Matlab 软件得到数值结果, 并给出模型参

数对最优投资策略的影响分析和经济学解释.  

1 金融市场 

考虑一个无摩擦且无套利的金融市场, 市场

中的投资者在[0, ]T 时间段内可连续进行交易且不

考虑交易费用. 用一个带域流的概率空间  , ,   
0( ) ,Tt t P ≤≤ 来描述金融市场中的不确定性, 其中

P 是概率测度. 假设金融市场中存在两种可投资的

资产, 一种是无风险资产, 一种是风险资产股票.  
无风险资产的价格过程为 
d

dt

t

B
r t

B
 , (1) 

式中: 0r  表示无风险利率. 
令 tS 表示 t 时刻风险资产股票的价格, 满足 
d

d dt
t t

t

S
t kS W

S
   , (2) 

式中:  为股票的预期瞬时收益率, 且 r ; tkS 

为瞬时波动率; k 为波动率系数; 0 为弹性系数; 
{ : 0}tW t≥ 为定义在概率空间  0, , ( ) ,t Tt P   ≤≤

上的一维标准布朗运动. 
假设政府对资本利得税以对称的方式连续征

税, 即当资产价格上涨时, 投资者需要缴纳税款, 
否则得到退款. 在这里, 对无风险资产的收益征收

税率用 0 (0,1)  来表示, 风险资产的收益征收税

率用 1 (0,1) 来表示, 则税后回报率分别为 01  、

11  . 
令 tV 表示 (0, )t T 时刻的财富, 0V 表示 0t 

时的初始财富. t 和1 t 分别表示投入风险资产

和无风险资产占财富的比例, 则动态财富过程满

足 

1 0
(1 )

d (1 ) d (1 ) dt t t t
t t t

t t

V V
V S B

S B


   
 

  . (3) 

将式(1)和式(2)代入式(3), 可得财富过程满足

如下微分方程: 
0 1d 1 1 (1[( ) ) d( ) ]t t t tV V r t           

1(1 ) dt t t tV k S W   . (4) 
定义 1(可允许投资策略)  假设 0{ }t t T ≤≤ 是

0{ }t t T ≤≤ 可测的 , 且满足 2

0
[ ( ) d ]

T

tE t    , 其中

[ ]E  表示在统计概率测度P下的期望. 如果方程(4)
有唯一强解, 则称策略 t 是一个可允许投资策略. 

令 { | [0, ]}t t T   表示所有可允许投资策

略的集合. 假设投资者的投资目标是使得终端财

富的期望效用达到最大, 即 
 max [ ( ) ]

t

E U V T
 

, (5) 

式中: ( )U  为效用函数. 
定义问题(5)的值函数为 

( , , ) max [ ( )| , ]
t

T t tH t s v E U V S s V v


  
 

, (6) 

其中边界条件 ( , , ) ( )H T s v U v .  
应用随机动态规划原理, 值函数 ( , , )H t s v 满足

如下 HJB 方程: 
max ( , , ) 0

t

h t s v



 

, (7) 

式中: 
0( , , ) (1 )t v sh t s v H rvH sH       

2 2 2 2 2 2 2 2
1

1 1 (1 )
2 2ss vvk s H k v s H       

1 0(1 ) (1 )v vvH rvH        
2 2 1

1(1 ) 0vsk s vH   , (8) 

这里 tH 、 sH 、 vH 是 ( , , )H t s v 关于 t、s、v 的一阶

导数; ssH 、 vvH 分别是 ( , , )H t s v 关于 s、v 的二阶

导数; vsH 是 ( , , )H t s v 关于 v、s 的混合偏导数. 对
方程(7), 利用一阶最优条件可得 

2 2 1
* 0 1 1

2 2 2
1

[(1 ) (1 ) ] (1 ) ,
(1 )

v vs
t

vv

r H k s H
vk s H

    








   



 (9) 
再将式(9)代入方程(8), 得 
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2 2 2
0

1(1 )
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 2 2 2 2 2 2
0 1
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1

(1 ) (1 )
0,

2(1 ) 2
v vs

vv vv

r H k s H
k s H H
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
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 (10) 
其中边界条件 ( , , ) ( )H T s v U v . 

2 最优投资策略 

目前研究比较常用的效用函数有幂效用、指数

效用和对数效用, 而对数效用是幂效用的特殊情

况, 因此选取幂效用和指数效用作为决策的目标

函数, 确定最优投资策略以实现投资者的终端财

富期望效用最大化. 
2.1  幂效用下的最优投资策略 

假设投资者的效用函数是幂效用函数, 满足 

( )
pvU v

p
 , (11) 

式中: 1p  且 0p  . 
为了表达方便, 令 2 4b ac   , 2 22a k   , 

0

1

2 (1 )2
1 (1 )(1 )

r p
b

p p
 



 

  
, 

2
0 1

2 2 2
1

[ (1 ) (1 )]
2 (1 ) (1 )

p r
c

k p
  


  


 

, 

1 2
bw

a
 


 , 2 2

bw
a

 


 . 

定理 1  幂效用函数下的最优投资策略 *
t 满足 

* 1 0
2 2

1 1

(1 ) (1 )1 2 ( ) ,
(1 ) (1 ) (1 )t

r B t
s p k
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 (12) 
式中:  

( )
1 2 1 2

( )
1 2

e
, 0,

e

( )tan arctan
2 2

, 0,
2
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( )

2

T t

T t

w w w w
w w

b T t
a

b
a

b b
a ab T t a

B t






 






 

 






   







 

 
 








 






 (13) 
证明  根据效用函数的形式, 首先猜测式(10)

的解满足 

 2 1
( )( , , ) ( )e

pp
B t s vH t s v A t

p
 

 , (14) 

其中边界条件为 ( ) 1A T  , ( ) 0B T  . 对值函数

( , , )H t s v 关于 t、s、v 分别求导可得 
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 (15) 
将式(15)代入式(10), 可以得到 

2 0(1 )(2 1) ( )
( ) 1

ptA rpk B t v
A t p

  
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2
2 2 2 0 1

2 2 2
1

[ (1 ) (1 )]2 ( ) 0,
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r pk B t
k p

  
 

  
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


 (16) 
对方程(16)进行变量分离可得如下两个方程: 

2 0(1 )
(2 1) ( ) 0

( ) 1
tA rp

k B t
A t p


   



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 2
0 1
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0

2 (1 ) (1 )
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  


 
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
, (18) 

方程(18)是一个黎卡提方程, 直接对该方程求解可

得 ( )B t 满足式(13). 求解方程(17)可得 
2 0(1 )

(2 1) ( )d ( )
1( ) e

T

t

rp
k B u u T t

pA t


 


  


 , (19) 

最后将式(15)中的 vH 、 vvH 、 vsH 代入式(9)可得 
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* 1 0
2 2

1 1

(1 ) (1 )1 2 ( ) .
(1 ) (1 ) (1 )t

r B t
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   
  

   


  
 

 
 (20) 

注 1~3 是定理 1 的特殊情况, 其中注 1 是风险

资产价格满足几何布朗运动且对资产收益征收资

本利得税时的最优投资策略, 注 2 是对市场中资产

收益不征收资本利得税时在常弹性方差模型下的

最优投资策略, 注 3 是经典 Merton 最优投资策略. 
注 1  当风险资产价格满足几何布朗运动, 即
0 时, 幂效用函数下的最优投资策略满足 

* 1 0
2 2

1

(1 ) (1 )
(1 ) (1 )t

r
p k

  


 
  




. (21) 

证明  将 0 代入式(12)即可得到式(21). 
注 2  当对市场中的资产收益不征收资本利得

税, 即 0 1 0   时, 幂效用函数下最优投资策略

满足 
2

* 2
2

( ) 2 ( )
(1 )t

r s B t s
p k




 





  . (22) 

证明 将 0 1 0   代入式(12)即可得到式(22). 
注 3  当风险资产价格满足几何布朗运动且对

市场中的资产收益不征收资本利得税, 即 0 , 

0  1 0 时, 幂效用函数下最优投资策略满足 
*

2(1 )t
r

p k






 . (23) 

证明  将 0 代入式(22)即可得到式(23). 
2.2  指数效用下的最优投资策略 

指数效用函数在保险精算学中具有非常重要

的作用, 它是唯一能体现“零效用”公平保费原则

的效用函数. 假设投资者的效用函数是指数效用

函数, 满足: 
1( ) e qvU v
q

  , (24) 

式中: 0q  . 
定理 2  指数效用下的最优投资策略 *

t 为 
2

* 1 0
2 2 2

1 1

(1 ) (1 ) 2 ( )
(1 ) (1 )t

r s B t
qvk s v

   
    






   


 
 

0(1 ) ( )e r T t   . (25) 
证明  在式(24)所述指数效用函数情况下, 猜

测方程(10)的解满足 
2[ ( ) ( ) ( ) ]1( , , ) e q m t v A t B t sH t s v

q
    , (26) 

其中边界条件 ( ) 1m T  , ( ) 0A T  , ( ) 0B T  . 值
函数 ( , , )H t s v 关于 t、s、v 分别求导可得 

2

2 2

2 1

2 2 4 2 2 2 2 2

2 2

2 2 1

[ ] ( , , ),
( ) ( , , )
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)
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H q m v A B s H t s v
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H q m t H t s v
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
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 
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







   

 


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  


 
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





 







 





 (27) 

式中: tm 是 ( )m t 对 t 的导数. 再将式(27)代入式

(10), 可以得到如下方程: 
  2

0(1 ) ( ) (2 1) ( )t tm r m t v A k B t         

2 0

1

2 (1 ) ( )
1t

rs B B t 






 




 

2
0 1

2 2
1

[ (1 ) (1 )] 0
2 (1 )

r
q k

  


 

  


, (28) 

对方程(28)进行分离变量可得 
0

2

0

1
2

0 1
2 2

1

(1 ) ( ) 0,

(2 1) ( ) 0
(1 ) 2 ( )
1

[ (1 ) (1 )] 0.
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A k B t
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

 





  
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  
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











 (29) 

然后对式(29)求解, 可以得到其方程解的表达

式满足 

 
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(30) 

将式(30)中的 ( )m t 、 ( )B t 、 ( )A t 代入式(27), 再
将式(27)中的 vH 、 vvH 、 vsH 代入式(9), 可得 *

t 满

足 
  2

1 0 1*
2 2 2

1

(1 ) (1 ) 2(1 ) ( )
 ,

(1 ) ( )t

r k qB t
qvk s m t

    


 

    



 (31) 



 
108 宁波大学学报（理工版） 2023  

 

最后由 0(1 ) ( )( ) e r T tm t    可得最优投资策略 *
t 由式

(25)表示. 
下面考虑定理 2 的几个特殊情况—–当对市场

中的资产收益不征收资本利得税时, 指数效用函

数下最优投资策略的表达式.  
注 4  当风险资产价格满足几何布朗运动, 即
0 时, 指数效用函数下最优投资策略满足 

0(1 ) ( )* 1 0
2 2

1

(1 ) (1 )
 e

(1 )
r T t

t
r
qvk

  



    




. (32) 

证明  将 0 代入式(25)即可得到式(32). 
注 5  当对市场中的资产收益不征收资本利得

税, 即 0 1 0   时, 指数效用函数下最优投资策

略满足 
2 ( )

* 2 ( )
2

( ) e 1 (1 e ) .
2

r T t
r T t

t
r s r

qvk r

  
       




 

 (33) 
证明  将 0 1 0   代入式(25)即可得到式(33). 
注 6  当风险资产价格满足几何布朗运动且对

市场中的资产收益不征收资本利得税, 即 0 , 

0  1 0 时, 指数效用函数下最优投资策略满足 
( )

*
2

( )e r T t

t
r
qvk




 
 . (34) 

证明  将 0 代入式(33)即可得到式(34). 

3 数值分析 

本节给出幂效用和指数效用下最优投资策略
*
t 的数值结果和经济学解释, 分析模型参数、风险

厌恶系数和资产收益所得税率对最优投资策略的

影响. 为了简便, 仅分析 0t  的情况, 对于 0t  的

情况, 采用相同方法即可得到最优投资策略. 
数值分析中的模型参数值部分参考文献[18]. 

初始财富的价值为 100, 即 0 100V v  . 风险厌恶

系数分别为 4p   , 0.05q  . 在整个数值分析过

程中, 除非另有说明, 所有模型参数值见表 1. 
表 1  模型参数值 

r 0τ  1τ  μ  β  k 

0.03 0.1 0.2 0.12 -1 6 

s p q v T t 

20 -4 0.05 100 5 0 

图 1和图 2揭示了在幂效用和指数效用下风险

厌恶系数 p、q 以及风险资产价格的弹性系数 β 对

最优投资策略的影响程度. 由图 1和图 2可以发现, 
不论在幂效用还是指数效用下, 最优投资策略与

弹性系数 β 的绝对值之间都呈正相关. 这意味着

弹性系数 β 的负值越大, 投资在风险资产上的比

例越高, 随着 β 的负增长, 股票价格出现大幅波动

的可能性减小, 股票价格的市场风险降低. 因此, 
投资者愿意提高投资股票的比例. 此外, 从图 1 和

图 2 中还可以看出, 随着风险厌恶系数的增加, 投
资风险资产的比例降低, 与预期一致. 其原因是风

险厌恶系数代表投资者对风险的厌恶程度, 投资

者对风险的厌恶程度越高, 投资者投资风险资产

的比例越低, 投资无风险资产的比例越高. 

 
图 1  幂效用下 β 、p 对最优投资策略 *

t 的影响 

 
图 2  指数效用下 β 、q 对最优投资策略 *

t 的影响 

通过分析图 3 和图 4 可以发现, 波动率系数 k
和最优投资策略 *

t 之间呈负相关, 无论是在幂效

用下还是指数效用下, 随着波动率系数的增大, 最
优投资策略随之减小. 这是因为波动率系数和股

票的波动率有关, 从股票波动率的表达式可以看

出, 当波动率系数越大时, 股票价格的波动率越大, 
因此股票价格的风险越大. 当投资者面临更高的

波动率风险时, 自然会降低对风险资产股票的投

资比例. 此外, 对比图 3 和图 4 还可以发现, 在幂

效用和指数效用下, 数值结果相差不大而且趋势

相同.  
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图 3  幂效用下 β 、k 对最优投资策略 *

t 的影响 

 
图 4  指数效用下 β 、k 对最优投资策略 *

t 的影响 

由图 5 和图 6 可知, 风险资产的预期收益率 μ
与最优投资策略 *

t 呈正相关, 预期收益率 μ 越高, 
意味着投资者投资风险资产的回报越大, 因此投

资者会加大对风险资产的投资比例. 预期收益率

μ 在 0到 0.03之间时, 最优投资策略 *
t 是负值; 预

期收益率 μ 大于 0.03 时, 最优投资策略 *
t 是正值; 

预期收益率 μ =0.03时, 最优投资策略 * 0t  . 这是

因为无风险利率 r=0.03, 故当预期收益率 μ 在 0 到
0.03 之间时, 风险溢价 μ r 为负, 对于投资者来

说, 最好的选择自然是卖空风险资产, 投资无风险

资产. 而当预期收益率 μ 大于无风险利率时, 相比

较无风险资产, 投资风险资产能够获得更高的回

报, 因此最优投资策略 *
t 是正值. 当预期收益率

μ r 时, 也就是投资风险资产和无风险资产的回

报一样, 因此投资者自然不选择投资风险资产.  

 
图 5  幂效用下 μ 、k 对最优投资策略 *

t 的影响 

 

 
图 6  指数效用下 μ 、k 对最优投资策略 *

t 的影响 

图 7 和图 8 给出了无风险利率 r对最优投资策

略 *
t 的影响. 从图7和图8中发现最优投资策略 *

t
是无风险利率 r 的减函数. 当预期收益率保持不变

时, 无风险利率越高, 风险溢价越低. 因此无风险

利率越高, 投资者们往往越不愿意承担高风险去

投资风险资产, 而更愿意选择风险低、收益稳定的

无风险资产.  

 
图 7  幂效用下 r 对最优投资策略 *

t 的影响 

 
图 8  指数效用下 r 对最优投资策略 *

t 的影响 

图 9 和图 10 展示了股票初始价格 s 和时间 t
对最优投资策略 *

t 的影响. 对于常弹性方差模型

来说, 因为常弹性系数是负值, 故当股票初始价格

s 增加时, 股票的瞬时波动率降低, 从而导致股票

的市场价格风险降低, 因此投资者会加大对股票

的投资, 这与图 9和图 10所观察的结果一致. 此外, 
当时间 t 减小时, T t 增加, 意味着存在更长的投
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资期限, 投资者将会面临更多的不确定性以及更

大的风险. 因此, 当投资期限T t 增加时, 投资者

会减少对股票的投资.  

 
图 9  幂效用下 s、t 对最优投资策略 *

t 的影响 

 

图 10  指数效用下 s、t 对最优投资策略 *
t 的影响 

由图 11和图 12可以发现, 最优投资策略 *
t 是

关于风险资产收益征收税率 1τ 的减函数, 是无风

险资产的收益征收税率 0τ 的增函数. 这是因为当

政府加大对风险资产的收益征税时, 投资者从风

险资产中获得的收益将减少, 从而他们会选择降

低对风险资产的投资而加大对无风险资产的投资; 
而当政府加大对无风险资产投资收益征税而保持

对风险资产收益征收税率一定时, 投资者就会因

投资无风险资产的收益减少, 而加大对风险资产

的投资. 这与图 11 和图 12 所示结果是一致的. 

 
图 11  幂效用下 0τ 、 1τ 对最优投资策略 *

t 的影响 

 

 

图 12  指数效用下 0τ 、 1τ 对最优投资策略 *
t 的影响 

4 结论 

本文假设风险资产价格满足常弹性方差模型, 
且金融市场中的资产收益将被征收资本利得税, 
首先建立了最终财富期望效用的最大化模型, 运
用动态规划原理得到了对应的 Hamilton-Jacobi- 
Bellman 方程, 再通过求解该方程得到了幂效用和

指数效用两种情形下最优投资策略的解析解, 最
后通过数值结果分析了不同模型参数对最优投资

策略的影响. 结果表明: (1)当弹性系数为负时, 随
着风险资产价格的增加, 风险资产的波动率降低, 
因此投资者会加大对风险资产的投资; (2)在幂效

用和指数效用下, 最优投资策略与风险资产的回

报率呈正相关, 与无风险利率呈负相关; (3)随着风

险资产的收益税率增大, 高税率导致投资风险资

产的比例减小, 从而投资者会加大对无风险资产

的投资份额, 这就是常见的风险规避现象. 
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Optimal investment strategies with capital gains tax under constant elasticity 
of variance model 

LI Qianyan, WANG Wei* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The optimal investment problem with capital gains tax under the constant elastic variance model is 
studied in this article. Furthermore, it is assumed that there are two kinds of investable assets in the financial 
market: a risk-free bond and a risk asset. The price dynamics of risk asset is assumed to satisfy the constant 
elastic variance model and the income of these two assets will be taxed at different tax rates. Based on the goal 
of maximizing the expected utility of terminal wealth, the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 
equation is established using the principle of stochastic dynamic programming. By solving the HJB equation and 
using the first-order optimal conditions, the analytical solutions of the optimal investment strategies under power 
utility and exponential utility are obtained respectively. Finally, the numerical results and economic explanations 
are given in this article. 
Key words: capital gains tax; constant elasticity of variance; dynamic programming; optimal investment 
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