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一个关于处于一般位置的 nef 除子补的 Brody 双曲性结果 

范  春, 于光升* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 为了建立关于 nef除子补的 Brody双曲性的定量结果, 采用了 Nevanlinna理论的方法. 首
先给出一个关于非常值的全纯曲线与处于一般位置的除子交的 Nevanlinna 理论第二基本定理型
结果, 然后通过构造适当的 nef 和 ample 除子, 给出了全纯曲线的像在不取某些 nef 除子时必为
常值的结果.  
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Ru[1]给出了关于一般射影簇中的代数非退化

的全纯曲线与处于一般位置的超曲面交的第二基

本定理, 该方法主要是通过射影簇上的 ample 线丛

的截面, 将射影簇嵌入到高维的复射影空间中, 将

除子转化为射影空间中的超平面, 再对超平面利

用经典的 Cartan 第二基本定理, 建立对应的超曲

面或一般除子情形的结果. 该方法后期有了新进

展[2-6], 出现了一些新的概念和新的滤列技术. 最

近, 将 Nevanlinna 理论的第二基本定理推广到一般

闭子概形方面有较多研究成果[7-8], 并被 Heier 等[9]

成功用来研究 nef 除子补的双曲性. 
本文为了建立关于 nef 除子补的 Brody 双曲性

的定量结果, 采用了 Nevanlinna 理论方法. 有别于

文献[10]关于除子处于弱的次一般位置的结果, 本

文考虑了次一般位置的情形, 从而有了关于除子

个数的更小的下界估计. 
设 X 是一个 n 维复射影簇, 1, , qY Y 是 X 中的

闭子概形. 
定义 1  设 m是正整数: 
(a)闭子概形 1, , qY Y 称为处于弱的 m-次一般

位置, 如果对任意 ,x X  1, , qY Y 中最多有 m 个

包含 .x  当m n 时, 1, , qY Y 称为处于弱的一般位

置.  

(b)闭子概形 1, , qY Y 称为处于 m-次一般位置, 
如 果 对 任 意 子 集 {1, , },I q   # 1,I m ≤  
dim # .i I iY m I  ≤  当 m n 时 , 1, , qY Y 称为处

于一般位置.  
利用关于一般闭子概形的 Seshadri 常数, 文献

[8]得到了如下结果. 
定理 1[8]  设 X 是 n 维复射影簇, 1, , qY Y 是

X 上处于一般位置的闭子概形. 设 A 是 X 上一个

ample Cartier 除子, :f X 是代数非退化全纯

曲线, 则对任意 0,  

,
1

|| ( ) ( , ) ( 1 ) ( ),
j

q

Y f j f A
j

A m r Y n T r


   ≤  (1) 

这里(以及后续)“ || ”表示上述不等式在除掉一个

Lebesgue 测度有限的集合外成立. 
He 等[11]考虑了次一般位置的情况, 并给出了

更一般的结果. 
定理 2[11]  设 X 是 n 维复射影簇, m n≥ 是正

整数, 1, , qY Y 是 X 上处于m-次一般位置的闭子概

形. 设 A 是 X 上一个 ample Cartier 除子, :f   
X 是代数非退化全纯曲线, 则对任意 0,  

1
|| ( ) ( , )

j

q

Y f j
j

A m r Y

 ≤ 

  ,( 1)( 1) ( ).f Am n n T r      (2) 
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最近, Yu[10]又考虑了弱的 m-次一般位置的情
形.  

结合文献[8]和文献[11]的结果, 以及文献[10]
的方法, 我们有如下非常值全纯曲线和处于一般
位置的除子交的第二基本定理型结果.  

定理 3  设 X 是 n维复射影簇, 1 , , qD D 是

X 上处于一般位置的非零有效 Cartier 除子, A是
X 上一个 ample Cartier除子, :f X 是非常值

全纯曲线. 如果存在正有理数 1 , , qc c , 使得对于
所有 1, ,j q  : j jA c D 是  -nef 的 , 则对任意

0,  有: 

  2
,

1
|| ( , ) ( 1) / 2 ( )

q

j f j f A
j
c m r D n T r



  ≤ . (3) 

作为定理 3的应用, 利用文献[9]方法, 我们有
关于 nef除子补的 Brody双曲性结果.  

首先回顾 Brody双曲性的定义. 
定义 2 (Brody 双曲性)  一个复的簇称为拟

Brody 双曲的, 如果所有从出发的非常值全纯映
射的像都不是 Zariski 稠密的. 一个复的簇称为
Brody 双曲的, 如果其上没有从出发的非常值全
纯映射.  

在除子处于次一般位置的条件下, 得到如下
nef除子补的 Brody双曲性结果. 

定理 4  设 X 是一个 n维射影簇, 1 , , rE E 是

X 上 nef Cartier 除子 , 且
1

r
ii
E

 是 ample 的 , 

1 , , qD D 是 X 上处一般位置的非零有效 Cartier除
子. 设 , , 01

,  , r
j j i i j ii

D a E a 
    令 

,1 ,,( , ) , 1, , .r
j j j ra a j q    P  

假设对 r 标准正交基 1{ , , }re e 的任意真子

集T , 向量 1, , qP P 中至多有 (# ) /T q r  个支撑在
(supported on)T上. 若 

 2( 1) / 2 ( 1) / 2,  1,2,q r n r r r   ≥  

 2( 1) / 2 ( 1) / 2, 3,q r n r r r  ≥ ≥  

则
1
Supp\ ( )q

jj
X D

 是 Brody双曲的. 

1 预备知识 

首先, 给出关于一般闭子概形的 Seshadri常数
的概念. 

定义 3[8]  设 X 是射影簇, Y是 X 的闭子概形, 

: X X  是 X 沿 Y的 blow-up, A是 X 上一个
nef Cartier 除子. 定义Y关于 X 的 Seshadri 常数

( )Y A 为: 
*

0sup{ |  nef }.( )Y A A E       ≥ 是 的  

Seshadri 常数有如下限制到子簇上不减的性
质. 

引理 1(文献[10]中命题 2.1)  设 X 是射影簇, 
X 是 X 的子簇, :i X X 是包含映射. 设 A是
X 上一个 nef Cartier除子, Y是 X 的闭子概形, 则
有: 

( ) ( ).Yi Y
i A A
 ≥  

下面, 给出Weil函数的定义, 可参考文献[12]. 
设Y是射影簇 X 上的一个闭子概形. 可以对

Y赋予一个 Weil 函数  : \ Supp ,Y X Y   其差
一个有界量是良定义的, 它满足以下性质: 如果Y
和 Z 是 X 的两个闭子概形, 且 : X X 是射影

簇之间的一个态射 , 则 (i) min{ , };Y Z Y Z     
(ii) ;Y Z Y Z      (iii) ,Y Z ≤  如果 ;Y Z  (iv) 

( ( )) ( ).Y YX X     
设 X 是复射影簇, :f X 是全纯映射. 设
X 是一个 ample线丛, 且是它的Chern形式

的一个代表元. 定义 f 关于的特征函数为: 
*

, 1 | |
( ) d / .

r

f z t
T r t t f


     

X 上任一线丛都可以写成 1
1 2 ,     其

中 1 和 2 是 ample的, 定义 

1 2, , ,( ) ( ) ( ).f f fT r T r T r     

设D是 X 上的除子, ( )D 是其伴随线丛, 定
义 f 关于D的特征函数为 , , ( )( ) : ( ).f D f DT r T r   

特征函数满足下列性质:  
(a)函子性: 设 : X X  是一态射, 是 X 

上的线丛, 则 

* ,,
( ) ( ) (1).ff

T r T r O  
 

(b)可加性: 设 1 和 2 都是 X 上的线丛, 则 

1 2 1 2, , ,( ) ( ) ( ) (1).f f fT r T r T r O        

(c)正性: 若是 ample 的, 且 :f X 非常

值, 则当 r有 , ( ) .fT r    
设Y X 是闭子概形, 定义 f 关于Y 的接近

度函数为: 
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 2

0

d( , ) ( ) .
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i
f Ym r Y f re 

  


 

对 X 上的除子 ,D  定义 :f X 关于 D 的

计数函数为: 

*

1
{ | }

d, o( ) rd .
r

f z
z z t

tN r D f D
t 

 
   

 



 

接近度函数和计数函数有类似的函子性和可

加性, 不再赘述.  
由 Poincaré-Lelong 公式, 有第一基本定理:  

,( , ) ( , ) ( ) (1).f f f Dm r D N r D T r O    (4) 

2 定理 3的证明 

因为 :f X 是非常值的, 设 ( )f  包含在

某 一 ( )k k n≤ 维 不 可 约 子 簇 ( )V f  中 , 则

:f V 是 代 数 非 退 化 的 . 考 虑 包 含 映 射

: .i V X  由 1, , qY Y 在 X 中处于一般位置可知, 
* *

1, , qi Y i Y 在 V 中处于 n-次一般位置, 则由定理 2, 
对任意 0,  有: 

*
* *

1
|| ( ) ( , )

j

q

f ji Y
j

i A m r i Y

 ≤ 

  *,
( )( 1)( 1) f i A

T rn k k     ≤
    *

2
,

( ).( 1) / 2 f i A
T rn     

由接近度函数和特征函数的函子性质有: 
*

*( , ) ( , ) (1)f j i f jm r i Y m r Y O  
 

( , ) (1),f jm r Y O  
* * , ,,

( ) ( ) (1) ( ) (1).i f A f Af i A
T r T r O T r O     

再由引理 1, ( ) ( ),
jj Yi Y

i A A
 ≥  从而得到: 

1
( ) ( ),

j

q

Y f j
j

A m r Y

  ≤

 
  2

, ( )( 1 2 .) / f AT rn    (5) 

如果存在正有理常数 1, , ,qc c  使得对于所有
, ,1j q  : j jA c D 是 -nef 的, 则由 Seshadri 常

数的定义, 有 ( ),
jj Yc A≤  从而由式(5)可得: 

  
1

2
, .( 2| /| ( , ) ( )1)

q

j f j f A
j
c m D T rnr 


  ≤

 
3 定理 4的证明 

证明的关键在于构造满足如下性质的除子.  
断言  可以构造一个 ample 除子 A, 且存在正

有理数 1, , ,qc c ,  使得对所有 1, , ,j q   有: 

j jA c D 是 -nef 的, (6) 

  
1

2( 1)/2
q

j j
j
c AnD


   是 -ample的. (7) 

上述除子的构造如下: 
在 定 理 4 假 设 下 , 取 1,1 1,( ), , ( ),rk k   

2,1 2, ,1 ,( ), , ( ), , ( ), , ( )r q q rk k k k      是 关 于 k  
(0,1]的函数, 且满足以下性质: 

(a)函数 

, ,

, 0 , ,0

( ) 0, 0,

( ) , s lim ( ) 0, 0.
j i j i

j i j i j ik

k

k k  

 
    

 

  

如果

.t. 如果
 

(b) 对 于 , ,1,j q   存 在  - 除 子 ( )jB k   
,1 1 , ,( ) ( )j j r rk E k E    使得: 

,
1

( ) : ( ) ( ) ,
r

j j j j i i
i

D k D B k a k E


     (8) 

式中: , , ,( ) ( ).j i j i j ik a k     
(c)对于任意真子集 1 , }{ , r

rT   e e , 向量

( ), , ( )qk k 1P P 中至多有 (# ) /T q r   个支撑在T 上, 
这里 

 1 1,1 1,( ) ( ), , ( ) , ,rk a k a k    P  

 ,1 ,( ) ( ), , ( ) .q q q rk a k a k   P  

(d)对任意 i i , j j 有: 

. , . ,( ) ( ) ( ) ( ) 0,j i j i j i j ia k a k a k a k       
 

除非左边的

两项为0. 
给定 1 0( , , ) r

rg g   G , 对 1, ,i r  定义 

 1, ( ), , ( )i qn k k  G P P  

1, ,
, ,

# {1, , }| min .
( ) ( )
l i

l r
j l j l

g gj q
a k a k

       
  (9) 

由文献[9]中引理 2.2 可得如下结论: 
给 定 0 1,k< ≤  对 于 1, ,i r  和 任 意 ,l l   

{1, , },r  存在关于 1( ), , ( )k k  qP P 的 

( )k G  1 , , ,( ) ( )r
rg k g k     使得: 

 1( ), ( ), , ( )i qn k k k  G P P ≥ 

1,  1, , ,
2

q r i r
r


    (10) 

,

,

( ) ( )1 min
2 ( ) ( )

r

j i l

j i l

a k g k
a k g k  

  
    

≤ ≤ 
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,

,

( )
2max ,

( )

r

j i

j i

a k
a k 

 
   

  (11) 

这里最小值和最大值取遍所有使得 

. ,( ) ( ) 0j i j ia k a k     
的指标 , , , .i j i j   

由 , ( )j ia k 的定义, 对于充分小的 ˆ 0,k >  存在
正有理数 1 和 2 , 使得对所有 ˆ0 ,k k   

1 , 2( ) ,j ia k  <<  (12) 

对于所有 i和 j使得, , ( ) 0j ia k  (等价于 , 0j ia  ). 
由于对任意 0 ,  

 1( ), ( ), , ( )i qn k k k   G P P  

 1( ), ( ), , ( ) ,i qn k k k  G P P   

式中 :  1( ) ( ), , ( ) ,rk g k g k     G 可以用某一
( )kG 替换 ( )kG 满足式(10)和式(11), 规范化坐

标使得 1( ) 1g k  .  
由式 (11)和式 (12)可知 , 存在 3 0  和

4 0 ,  使得对 1, ,i r  和任意 0 ,k k   

3 4( ) .ig k    (13) 
固定 0  , 且 

1 3

2 4

1min ,
2 2
 


 

 
  

 
,   

00 ,k k k    

使得: 

4
3 0

1 11

( )
qr

i j
i j
E B k

 

  


是 nef 的. (14) 

取 0 1( ) ( , , )rk g g     G G , 且 1 1.g   设 

1 1 ,r rA g E g E      (15) 
则 A是 -ample的. 

定义 
4

1, ,
, 0 1

: min ,  1, , ,
( )
l

j l r
j l

bc j q
a k


   





 (16) 

则 0.jc    对于 1, , ,i r   由式(8)和式(16)有: 

 0 , 0
1

( ) ( ) =
r

j j j j j i i
i

A c D k g c a k E


         

, 0
1 , 0

( ) ,
( )

r
j

j i j i
i j i

g
a k c E

a k

 
    

  

这里 , 0/ ( ) 0,j j i jg a k c   ≥  表明 0( )j jA c D k   是一

个 nef  -除子. 由式(8), 有: 

 0 0( ) ( ) =j j j j jA c D A c D k B k         

0 0( ) ( ),j j j jA c D k c B k      

因为 0( )j jc B k 是 nef  -除子, 所以 j jA c D  是 nef 
 -除子. 

设
,

{1,2, , } |
( )
i

i j
j i

gJ j q c
a k

       
 ,  

由式(8)、(9)和(16)有: 

, 0
1 1 1

0 (( ))
q q r

j i i
j i

j
j

j jc D k Ek ac
  

    





  
 

, 0
1 1

( )
qr

j i i
i j

ja k Ec
 

 
 

 
 

   

, 0 , 0
1 1

( ) ( ) =
i i

r r

j i i j i i
i j J i

j j
j J

a k E a k Ec c
   

 
   

       
   

   
 

 1 0 0
1

, ( ), , ( ) +
r

i i i
i
n k k g E



     qG P P  

, 0
1

( ) .
i

r

j j i i
i j J

c a k E
 

 
   

 
   (17) 

下面证明 
2

1

1
2

q

j j
j
c D An 



 

 

  


 





 是 -ample的. 

当 3r≥ 时, 由  2( 1 ( ) / 2) / 2 1q r r rn  ≥ 和

 1 0 0, ( ), , ( ) / ( 1) / 2i qn k k q r r     ≥G P P 可知 : 对

于 1, , ,i r   

   1 0 0
2 ., ( ) 2, , )( ) ( 1 /i qn k k n    ≥G P P  (18) 

对于 {1, , },i r   根据假设, 向量 1, , qP P 中
最多有 ( 1) / /r q r q q r   ≤ 个属于 

 1Span { , , } \ { }r ie e e .  
由于 

 21
2

1
2

r
q r n r 

 





≥ ,  

至 少  2/ ( 1) / 2 1q r n      
≥ 个 0( )j kP 满 足

, 0( ) 0j ia k  . 结合式(17)和(18)可得: 

0
1

2

1

1
2

( )
q r

j j i i
j i

nc D k g E
 

 
  
 

  ≥  

, 0
, 0{ | ( ) 0}1

(min ) min ( )
j i

r

j j i ij j a ki
c a k E

 


   
  ≥ 

1 3

2

2

1

1
2

r

i
i
En A  

 

 
 
 

  ≥  
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3

2 4

2
1 .1

2
n A

 
 

 



 

 

 


 
 

由式(12)和(14), 有: 

3

2

min .j
j

c
 

 
 




≥  

由
, 0

1 , 0{ | ( ) 0}
min ( )
j i

j ij a k
a k

 

  
 

 < , 3

4

1


 和式(15), 有: 

1 3

1 12

21
2

q r

j j i
j i
c D A En  

 

 
    







 
 
 

 ≥ ≥  

3

2 4

2
1 .1

2
n A

 
 

 



 

 

 


 
 

由式(8)、(13)、(15)和(16), 有: 

0

2

1 1

1
2

( )
q q

j j j j
j j
c D A c D kn 

 

 
      



 
 

 
 


   

1

2

02 (1
2

)
q

j j
j

An A c B k 


 
   




  
 


 


 ≥  

3
2 2

1

2 4

1 1
2 2

2 An nA
 


 

   
    

            
      

 

4
3 0 0

1 11

( ) ( )
q q

j j
j j
B k B k

 

  ≥ 

1 3

2 4

2 .A  
 
 

 
 

 

由 1 3

2 4

2 0, 
  
   可知: 

2

1

1
2

q

j j
j
c D An 



 

 

  


 





 是 -ample的. 

当 1r  时, 由 
2 2

( 1) / 21 1
2 2

1,n nq r r r    
   
 







 ≥
 
有: 

 1 0 0, ( ), , ( )i qn k k  Q P P ≥ 
21

2
1 1,

2
r nq

r
 

 
 


 ≥  (19) 

因此 
2

0
1 1

( ) 1 =1
2

q r

j j i i
j i
c D k bn E

 

 
 
 

 
    

 
 ≥  

2

1 .1
2
n A

 
   

 

 


 
 

由 1 1,A g E   式(15)、(17)和(19), 

0

2

1 1
1

( ) 1 =1
2

q

j j
j
c D k En g



 
 


 
   


 
 

 ≥  

2

1 ,1
2
n A

 
   

 

 


 
 

因此 

0

2

1 1

1
2

( )
q q

j j j j
j j
c D A c D kn 

 

 
      



 
 

 
 


   

1

2

02 (1
2

)
q

j j
j

An A c B k 


 
   




  
 


 


 ≥  

2 21 1
2 2

1 2n nA A    
  



   
         

   
 

 
 

4
3 0

1 11

( ) (1 2 ) .
qr

i j
i j
E B k A

 
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   ≥  

因为 1 / 2,  故 
2

1

1
2

q

j j
j
c D An 



 

 

  


 





 是 -ample的. 

当 2r  时, 由 

 
2

1
2

/ 21q r r rn  
 
 

  ≥
2

2 3,1
2
n  

  
 

 

所以 

 1 0 0, ( ), , ( )i qn P k P k    ≥ 
21 1.

2
1

2
q nr
r

   
 


 ≥   

后续证明类似 1r  , 在此略去.  
综上, 存在一个足够大的正整数 N使得 NA

是一个 ample 整除子, A是 ample  -除子. 令
:A NA 和 : , 1 ,j jc Nc j q ≤ ≤  则 

j jA c D 是 nef 的, 
且 

2

1

1
2

q

j j
j
c D An 



 

 


  



  


 是 -ample的.  

设
1

: \
q

j
j

f X D


  是全纯曲线. 如果 f 是非

常值的, 由式(3)得: 
2

,
1

)1, .(
2

) (
q

j j j f A
j

nc m r D T r

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 ≤  
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由  
1

 Supp
q

j
j

f D 


 
  

 
   和式(4)可得: 

1 1
, , (1( ( ) ))

q q

j f j j j j
j j
c T r D c m r D O

 

   ≤ 

2

, )1 (1),
2

(f A
n T r O

         
 

这与前面构造的 
2

1

1
2

q

j j
j
c D An 



 

 


  



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
  

是 -ample的相矛盾, 因此 f 是常值的. 
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A Brody hyperbolicity result for the complement of nef divisors 
in general position 

FAN Chun, YU Guangsheng* 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, 315211, China ) 

Abstract: The main purpose of this paper is to seek a quantitative Brody hyperbolicity result on the 
complements of nef divisors using Nevanlinna theory, for which we first find a second main theorem type result 
of Nevanlinna theory for nonconstant holomorphic curves intersecting divisors in general position. By 
constructing appropriate nef and ample divisors, we succeed in obtaining the result that the holomorphic curve 
must be kept constant when omitting some nef divisors. 
Key words: Nevanlinna theory; second main theorem; in general position; Brody hyperbolicity 
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