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2+1维 Burgers方程的 Bäcklund变换及其严格解 
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摘要: 2+1维 Burgers方程是非线性物理中的一个重要模型. 利用截断 Painlevé分析方法, 建立了

一个自 Bäcklund变换定理, 求得了大量的新的严格解.  
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孤立子理论已经被广泛应用于自然科学的各

个分支[1-2]. 在孤子理论中 1+1维 Burgers方程: 

,t x xxu uu u   (1) 

是最为简单也是最为重要的一个模型[3]. 文献[4]

发展了一个一般的 tanh 函数展开法求解(1)式, 得

到了大量的新的严格解. 文献[5]利用非局域对称

相关的对称性约化得到了很多有实际意义的严格

解. 文献[6]利用重复对称约化的方法给出了(1)式

的无穷多的严格解. 

笔者研究了下述 2+1维 Burgers方程: 

2 2 0,t x x xx xyu uu vv u v      ,y xu v  (2) 

2+1维 Burgers方程(2)的多线性分离变量法及其丰

富的局域激发模式已在文献[7-9]中研究.  

笔者首先采用截断 Painlevé 分析法研究 2+1

维 Burgers 方程(2)的 Bäcklund 变换. 然后利用

Bäcklund变换来求解, 从而给出更多的新的严格解.  

利用标准的 Painlevé分析方法, 易证明 2+1维

Burgers方程(2)具有下述 Painlevé展开 
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其中,  
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1, 1u 和 2u 是任意函数, 而其他 iu 和 iv 均由这些任

意函数唯一决定.  

将这个 Painlevé展开截断, 即取 

0, 2.i iv u i   ≥   

我们可以得到下述 Bäcklund变换定理.  

定理 1(Bäcklund 变换定理)  如果{ ,u v }是

2+1维 Burgers方程(2)式的解, 由(3)式决定, 

2 2 ,t xx yy x yu v         (3) 

则由 

1 (ln ) ,xu u  1 (ln ) ,yv v   (4) 

给定的{ 1 1,u v }也是 2+1维 Burgers方程(2)式的解.  

由定理 1可以得到 2+1维Burgers方程(2)式的

无穷多的新解. 下面给出一些有意义的新解. 如果 

),( ,v r y t   

则  ,u s x t 是 1+1 维 Burgers 方程(2)的解. 此时, 

方程(3)可以由分离变量法求解: 
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其中对于所有的 2 ,1,i = N , ip 和 iq 分别为{ ,x t }

和{ ,y t }的函数且满足: 

2 ,it ixx ix i ip p sp f p    (6a) 

,it iyy iy i iq = q +2rq + f q  (6b) 

这里: if 是 t的任意函数.  
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将(5)式代入Bäcklund变换定理1中, 得到2+1

维 Burgers方程(2)的解为: 
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特别地, 对于势 y xw u v  , 我们有: 
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在 2+1维的可积系统的严格解研究中, 文献[7]

建立的多线性分离变量法是一种强有力的方法. 

对大量的可积模型, 多线性分离变量法解可以统

一地表示为下述的普适公式: 
2

0 1 2 3/ ( ) ,y xU Cq p a a p a q a pq     (9) 

其中: C , 0a , 1a , 2a 和 3a 为常数. 显然解(8)是普适

公式(9)的进一步推广. 实际上, 当取 4,N   1p   

0 ,a 1,q  1 2 3 4 0,  f f f f    2 ,p p 2 1,q a  

3 2 ,p a  3 ,  q q 4 3,p a 4q q 时, 我们的解(8)退

化为解(9), 其中 p和 q的方程退化为: 

2 ,t xx xp p sp  2 .t yy yq q rq    

从解(9)出发, 非常丰富的解的结构如拱形解、

网格解、团块解、怪波(瞬子)解、折叠子解、紧致

子解、尖峰子解等已被大量的文献所讨论, 这里不

再赘述.  

在文献[3-5]中, 人们已经给出了大量的 1+1

维 Burgers方程(1)的严格解, 这些严格解均可以被

用来作为 s构造 2+1维 Burgers方程(2)的新的严格

解. 对于给定的种子解 s , 作变换: 
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(6a)式可以简化为: 

,it ixx i iP P FP   (10) 

其中 : 
0

2
0 0( , ) ( , )i i xF f s x t s x t   仍然为 t 的任意

函数. 由于 iF 仅仅是 t的任意函数, (10)式可方便

地再次用分离变量法求解: 
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, ,im xx im imX X  , ( ) ,im t im i imT F T    (11) 

其中: im 是任意常数. 若 0im  , 则(11)式解为: 

cos( ),im im im imX A x    

0

exp( d ),
t

im im it
T t F t      

其中: imA 和 im 为任意常数.  

若 0im im    , 则(11)式解为: 

cosh( ),im im im imX B x     

exp( d ),im im iT t F t     

其中: imB 和 im 为任意常数. 所以我们有: 
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对于 iq 方程(6b), 由于 r 是{ ,y t }的任意函数, 求

其解一般较困难. 尽管难于求出(6b)式 1N  的一
般解, 但下述 3种情况下的特解也很有意义.  

(1) r是 Burgers 方程 2t y yyr rr r  的解, 在此

(6b)式的解为: 

0

exp( d ) ( , ),
y

i iy
q r y Q y t   ,it iyy i iQ Q GQ   (13) 

其中: 
0
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0 0( , ) ( , )i i yQ f r y t r y t    仍然为 t的任意

函数. (13)式的解为: 
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其中: 

, ,ik yy ik ikY Y  , ( )ik t ik i ikG     , (14) 

ik 为任意常数.  

若 0ik  , 则(14)式的解为: 

cos( ),im im im imY C y    
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其中: imC 和 im 为任意常数.  

若 0im im    , 则(11)式的解为: 

cosh( ),im im im imY D y    

0
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其中: imD 和 im 为任意常数.  

因此这种情况下的 iq 为: 
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(2) r 仅仅是 y的函数 ( .)r R y  在这种情况
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下, (6b)式可直接用分离变量法求解.  
3
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, ,2 ,ik yy ik ik ik yY Y RY  , ( ) ,ik t ik i ikf     

其中: ik 为任意常数. 在这种情况下, ikY 的选择

依赖于 ( )R y 的选择, 这里不再细致讨论. 

(3) 对任意的 ( , )r r y t , 如果把它重写为: 
(1 / )[ ( ) ],Ny Nt N N Nyyr q q q f t q    

也可得到(6b)式的一个最简单的有意义的解: 

exp( d ), 1,2, , 1,i i iq C f t i N     

而 Nq 保持为{ ,y t }的任意函数.  

将(12)式表示的 ip 和上述 3种情形的 iq 代入(7)

式即得 3+1维 Burgers方程的大量的新的严格解.  

总之, 利用截断 Painlevé展开, 我们得到了有

意义的 2+1维 Burgers方程(2)的自 Bäcklund变换. 

利用自 Bäcklund 变换得到了许多有意义的新解. 

特别是利用 Bäcklund 变换定理得到了由多线性分

离变量法得到的普适公式的更一般的推广. 

笔者提出的方法可以推广应用到各类非线性

系统, 特别是高维可积系统. 利用这种方法研究非

线性系统的留数, Lou[10]发现了相应的非局域对称, 

即留数对称. 对于 2+1 维 Burgers 方程, 留数对称

可以很方便地从 Bäcklund 变换定理读出. 由于这

关系到另一类专题, 这里不再进一步的深入研究, 

仅写下相对应的留数对称定理. 

定理 2(留数对称定理)  如果{ ,u v }是 2+1 维

Burgers 方程(2)的解,  , u和 v由(3)式决定, 则

Bäcklund 变换定理(4)式的关于奇性流形的留数 

1 1( , ) , ( , ) ,u v
x yRes u Res v          

是 2+1维 Burgers方程(2)的对称.  
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Bäcklund Transformations and Exact Solutions of the  
(2+1)-dimensional Burgers Equation 

JIN Yan1,  JIA Man2* 
( 1.Ningbo Institute of Education, Ningbo 315010, China; 2.Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: We discuss the (2+1)-dimensional Burgers equation which is considered as an important model in 
nonlinear physics. Using the truncated Painlevé expansion, an auto Bäcklund transformation of the (2+1)- 
dimensional Burgers equation is derived, and then a number of new exact solutions are obtained.  
Key words: Burgers equation; truncated Painlevé expansion; auto Bäcklund transformation; new exact sloutions 
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