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摘要: 以三分量高阶非线性薛定谔方程为 α-螺旋蛋白中生物能量沿蛋白质分子链传输的控制方

程, 研究三个相互耦合的波函数在极限状态下激发的怪波. 基于控制模型的 Lax 对表示, 利用规

范变换得到了达布变换的行列式形式. 通过 Lax 对的变量分离和平移参数的引入, 给出了怪波激

发的代数条件. 进一步利用幂级数的多项分裂构造怪波解的基础特征函数, 并由此导出退化的

达布变换. 最后通过退化的达布变换获得怪波解, 并在不同参数下, 用三维图形示例怪波的波形

演化及其极值轨迹. 
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1973 年, 乌克兰生物学家 Davydov[1-2]提出生

物能量和生物信息传递的孤子理论, 用数学模型

研究 α-螺旋蛋白分子中激发产生的激子和分子链

位移变换的运动规律. α-螺旋是蛋白质二级结构的

主要类型之一[3-5], 由肽基团(H-N-C=O)组成, 均
匀地分布在三个氢键上, 形成螺旋结构[6-7]. 一般

来说, 在 Davydov 模型的低阶连续近似下, α-螺旋

蛋白中沿着氢键连接的分子动力学可推导出非线

性薛定谔方程, 如文献[8]中的公式(2.17)、[9]中的

公式(3.1). 过去对α-螺旋蛋白的动力学行为进行了

大量研究, 特别是使用简化为单一分子链的单分

量模型[10]. 单一分子链沿着氢键的动力学是在连

续极限下考虑的, 但忽略了与相邻氢键之间的耦

合. 实际上, 在 α-螺旋蛋白模型中, 相邻氢键之间

的耦合起着重要作用, 因此, 需要考虑三个螺旋氢

键对生物能量传递机制的影响. 为更贴切地描述

α-螺旋蛋白由三个螺旋氢键组成分子链的形式, 文
献[11]分析了 α-螺旋蛋白分子三个肽通道组成的结

构, 通过改进的 Davydov 哈密顿函数来描述蛋白

质分子中的孤子传输机制; 文献[12-13]确定了可

积分的三分量耦合模型; 文献[7,14]考虑了可积耦

合的三分量非线性薛定谔方程来描述生物能量沿

蛋白质分子链以孤子和呼吸子方式传输的模式; 
文献[15]利用 Hirota 双线性法讨论了三分量非线性

薛定谔方程的怪波(rogue wave)传播模式. 此外, 
研究者还在 Davydov 模型中引入连续近似中的高

阶项[8]. 文献[16-17]在 Davydov-Scott 模型中研究

了 α-螺旋蛋白中含高阶项的孤子动力学, 阐明了

Davydov 孤子的稳定性和动态特性. 本文将运用三

分量高阶非线性薛定谔模型(也称三耦合 Hirota 方

程)[16-17]研究 α-螺旋蛋白中能量输运的怪波模式. 
考虑 α-螺旋蛋白分子动力学高阶项和相互耦合动

力学特性后, 文献[16-17]给出的方程为 
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式中: i 为虚数单位; ( , ), 1,2,3j j x t jq q  为第 j
个氢键中分子激发的振幅; 参数  是实数; 波函数

jq 加下标 t 和 x 分别表示其对时间变量 t 和空间变

量 x的偏导数; 上标*表示复数共轭.  
显然, 函数 ( 1,2,3)j jq  都为 0, 即生物能量

不发生输运时, 是动力学方程(1)的解. 生物能量以

孤波方式输运时的解由文献[16]给出; 文献[17]讨
论了动力学方程(1)孤波的弹性碰撞和非弹性碰撞. 
本文将考虑周期孤波输运能量的极限状态, 采用

退化达布(Darboux)变换导出动力学方程(1)的怪波

解, 讨论极限状态下能量输运的波形演化及其高

峰和低谷的极值轨迹.  

1 Lax 对表示与达布变换 

根据文献[7,16], 动力学方程(1)可转换为谱问

题[18], 其 Lax 对(Lax pair)为 
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式中:  是复的谱参数; 列向量 T
1 2 3 4( , , , )   φ

是由势函数 ( 1,2,3,4)j j  组成的特征函数, 这里, 
上标T表示转置.  

取 Lax 对的 x部分如下: 
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其中 , 0 和 3I 分别表示零矩阵和三阶单位矩阵 , 

1 2 3( , , )q q qq , 上标† 表示 Hermitian 转置.  
取 Lax 对的 t部分如下: 
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则由零曲率方程 [ , ] 0t x  U V U V 或协调性条件

xt txφ φ 可导出动力学方程(1). 这里, 矩阵交换子

[ , ]  M N MN NM .  
因此, 函数 q是动力学方程(1)的解, 等价于零

曲率方程成立, 也等价于 Lax 对(2)的特征函数φ

满足协调性条件.  
一方面, 引入新函数 [1] [1] [1] [1]

1 2 3( , , )q q qq , 在保

持 Lax 对形式不变的情况下, 令 
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即用 [1]q 替换 0U 中的 q . 同时, ( 0,1,2,3)j j V 中

的 0U 和 q也做相同的替换获得 [1]
jV , 从而获得 [1]V . 

此时 , 若 [1]U 和 [1]V 满足零曲率方程 [1] [1]
t x U V  

[1] [1][ , ] 0U V , 或等价地, Lax 对 
[1] [1] [1] [1] [1] [1], ,x t φ U φ φ V φ           (6) 

满足协调性条件 [1] [1]
xt txφ φ , 可得出由 [1]q 分量构成

的与动力学方程(1)形式上一样的方程组. 于是, 
[1]q 也是动力学方程(1)的解.  

另一方面, 考虑作用于 Lax 对(2)的规范变换[19] 
4 , T I S  

其中, 4I 是四阶单位矩阵, 4 4( )ijs S , 则 
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满足谱问题 
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于是, 引入达布变换T , 使得 [1]U 和 [1]V 同时满足

零曲率方程和 Lax 对形式不变, 即 
1 1 [1
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从而, 由式(9)和(10)关于谱参数的各阶系数恒等

可得方程组: 
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由式(11a)可得 0 0 1
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这里, 式(12)给出了由动力学方程(1)的一组解 q通
过一次达布变换得到一组新解 [1]q 的计算公式. 接
下来将利用某个已知的解 [0]q q 和  及其关联的

特征函数 [0]φ φ 来构造达布变换中的 S 矩阵, 特
别是元素 12 13 14,  ,  s s s 的表达式.  

当 [0]q q 时 , 记特征函数 1 2 3( , , ,j j j j  φ  
T

4 )j 是动力学方程(1)在谱参数 j  下的解. 由

j 及其关联的 jφ 构造矩阵 jΣ 和 jH , 
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则对于任意谱参数 1 \   , 取 
1

1 1 1 1 , H ΣS H  (14) 

直接计算可以验证, 当 1S S 时, 方程(11a)~(11f)
均成立. 需要特别指出的是, 1H 矩阵中的第一列

是 [0]q q 时动力学方程(1)在 1  时的特征函数, 
其他几列通常都不是特征函数, 而是与第一列复

正交的向量.  
由式(14)可得 1 1 1 1 HS H Σ , 或 

T T T
1 1 1 1 .H Σ HS           (15) 

于是, 达布变换中的 1S 矩阵可以通过方程(15)完全

确定. 这里, 特别地考察待定参数 12 13 14,  ,  s s s 所在

的 T
1S 的第一列, 于是可得线性方程组 
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简记线性方程组(16)的常数项为 
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则利用克莱姆法则, 由式(12)和(16)可得定理 1. 
定理 1  设 [0] [0] T
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也是动力学方程(1)的解. 其中, 0 0
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定理 1 给出了从种子解 [0]q 出发, 利用给定谱

参数 1 所关联的特征函数 1φ 构造一次达布变换获

得新解 [1]q 的公式. 因此, 有了 Lax 对的表示形式, 
动力学方程(1)可以从一组解对 [0] [0]( , );φ q , 通过

一次达布变换构造另一组解对 [1] [1]
1;( , , ) φ q . 接着, 

若以 [1] [1]
1;( , , ) φ q 为种子, 用新的谱参数 2 1( )  , 

第二次使用达布变换可以构造出另一新解对 [2]( ,φ  
[2]

1 2,; , )q    . 将第一次达布变换和第二次达布变

换复合, 称之为二重达布变换. 以此类推, 不妨记

n 重达布变换后的解对为 [ ] [ ]( , ;n nφ q 1 , ,, )n   , 其
中 ( = 1,2, , )j j n  互不相等.  

利用定理 1, 可以从种子解 0 解出发, 生成动
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力学方程 (1) 的孤子解 (soliton) 和退化孤子解

(positon)[20], 也可以从平面波解出发, 生成呼吸子

解[21]和退化呼吸子解. 本文将以平面波解作为种

子解, 借助退化的达布变换构造动力学方程(1)的
怪波解.  

2 怪波的激发条件 

在下文中, 将取定种子解 [0]q 为平面波解, 即 
[0] exp(i ), 1,2,3,j j jq c ρ j   (19) 

其中 , , ,j j j j j jρ a x b t a b c   , jb 满足色散关系: 
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2 ja c c c c c .     (20) 

此时, 利用规范变换可将 Lax 对(2)变量分离, 并进

一步给出与种子解关联的特征函数及怪波激发的

条件.  
首先, 引入参数 0 0i( )

0 e u x v td   和对角矩阵 0 R  
31 2 ii idiag(1,e ,e ,e )ρρ ρ   , 构造可逆矩阵 R , 
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则由规范变换 φ Rψ , 可得变量已分离的 Lax 对 
, ,x t ψ Ωψ ψ Λψ  (22) 

其中,  
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简记
00 0i uu   Ω Ω Ω , 容易验证 

3 2

2 1 0( ) ,p γ p p p    Λ Ω Ω Ω Ω  (24) 

其中多项式系数分别为 
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由式(24)容易验证, [ , ] 0Λ Ω , 即矩阵 , Λ Ω可交

换.  
设 ( 1,2,3,4)ju j  是矩阵 Ω的特征值, 则由式

(24)可得, 矩阵 Λ的特征值 jv 满足 
3 2

0 2 0( ) ( i ) ( i )j j j jv p u γ u u p u u       
1 0 0i ,( )jp u u p   (25) 

且 ju 和 jv 具有相同的特征向量 jη , 
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令 
4( ),     Ψ θ θ θ θ  

其中 exp( ) , 1,2,3,4j j j ju x v t j  θ η , 则Ψ 与

exp( )exp( )x xΩ Λ 等价, 都是式(22)的基解矩阵. 因
此,  

 φ Rψ RΨξ   (26) 

是谱参数  和种子解 [0] ( )1,2,3jq j  关联的特征函

数, 其中, ξ 是四维的常数列向量.  
两组 Lax 对(2)和(22), 它们的特征函数通过可

逆变换 R 建立了联系, 而它们各自达布变换待求

的矩阵 S 的元素也可以通过可逆变换 R建立联系. 
由于 1

0 0
* R R , 可得定理 2. 

定理 2  若 X S满足线性方程组 
T( ) ( ), H ψ X β ψ  

则 1
0
 X R S 满足线性方程组 

T( ) ( ),  H Rψ X β Rψ  

其中, 函数 ( )H 和 ( )β 分别由式(13)和(17)定义. 
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证明  考察线性方程组 
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若 T
1 2 3 4( , , , )x x x xX 满足上述方程, 则直接计算可

得 31 2 ii i1 T
0 1 2 3 4( , e , e , e )ρρ ρx x x x  X R X 满足下列方程: 
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用H 、 β 和 R 来表示这两个线性方程组, 可知定

理 2 成立. 证毕.�  
由于 R 矩阵的性质和H 与 β 函数构造的矩阵

的特点, 定理 2 给出了 Lax 对(22)在其达布变换中

求解的 1 js 与Lax对(2)在其达布变换中求解的 1 js 之
间的比例关系, 即 1i

1 1= e , = 2,3,4jρ
j js s j . 因此, 接

下来将集中讨论 Lax 对(22)中特征函数ψ的构造及

其 1 js 的表示.  
为了获得呼吸波传播的极限波形态, 即怪波

解, 也称为 Peregrine 孤子[22-23]或(准)有理解, 本文

考虑共振条件, 即特征值 = 1,2, ,4( 3 )ju j 趋向同一

值而形成四重根的条件. 并且利用在规范变换(21)
中引入的平移参数 0u , 将矩阵Ω的特征多项式 

4 3 2
4 3 2 1 0u u δ u δ u δ u δ     I Ω  

的四重根平移到零点. 于是, 可获得 x 部分关于怪

波激发的条件: 
3 2 1 0 0δ δ δ δ .     

同时, 利用平移参数 0v 将矩阵 Λ的特征值平移至

零点. 于是, 可得其中一组怪波激发的条件: 
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 (27) 

和谱参数 λ 激发怪波的临界值: 
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当激发条件式(27)和(28)同时成立时, 色散关系式

(20)可整理为 
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3 基础特征函数与退化达布变换 

在满足激发条件式(27)的情况下, 当 0  时, 
矩阵 , Ω Λ相似于退化的若当块. 现考虑 0λ 引入微

扰量, 取 
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考察 1λ 关联的特征函数. 此时, 由式(25), 对 Lax
对(22)的特征函数 =ψ Ψξ关于 泰勒展开可得 
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计算可得一组幂级数的多项分裂(multisection)构成

的特征函数: 
0 4 8

0 0 0 4 8

4 4
4 4

0

1 5 9
1 1 1 5 9

4 1 4 1
4 1 4 1

0

2 6 10
2 2 2 6 10

4 2 4 2
4 2 4 2

0
3 7 11

3 3 3 7 11

4 3
4 3 4

0

,

,

,

j j
j j

j

j j
j j

j

j j
j j

j

j
j j

j






 

 



 

 








     

 

     

 

     

 

     

 

























ψ Ψξ

ψ Ψξ

ψ Ψξ

ψ Ψξ

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 4 3
3 ,j

























 (32) 



 
第 1 期 王梦雅, 等: α-螺旋蛋白中三分量高阶非线性薛定谔方程的怪波解 25  

 

其中 , 4 4 0,1,2( ,3; 0,1,2, )j k j k k k j    Ψ ξ 是由

关于 ,  x t 的多项式组成的向量.  
本文称 

0 1 2 3, , ,Rψ Rψ Rψ Rψ  (33) 

为 Lax 对(2)构造怪波解的基础特征函数组. 分别

将基础特征函数 jRψ 作为 φ , 用于达布变换生成

动力学方程(1)的新解. 对于新解, 考虑 1 0λ λ 时

的极限, 即 0 时动力学方程(1)的极限状态. 此
时根据定理 2 和罗必塔法则, 原定理 1 可退化为定

理 3. 
定理 3  设 1,2,3( )k k k φ Rψ 由式(21)和(32)

定义, 是动力学方程(1)对应谱参数 4
1 0 1c    和

种子解 [0]q 关联的基础特征函数, 则下列用行列式

形式表出的函数 1,
[1] [1] [1] [1]

2, 3,( , , )k k k kq q q q 是动力学方程(1)
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证明  当极限 0 时, 由罗必塔法则可得, 
或等价地直接提取分子分母矩阵中每个元素关于

最低次幂的系数可得.  
定理 3 考虑了极限情况下的解. 在此(准)有理

解(34)的表达式中, kψ 关联的 [
1, 1 ,

] [1
0,

1 ]/j j k ks   W W 为

有理函数, 而因子 exp(i )jρ 来源于定理 2 指出的 0R . 
需要说明的是, 当 0k  时, 也可以根据定理3计算

一次达布变换, 获得的解 ]
0
[1q 依旧为平面波解. 

4 怪波的波形演化与极值轨迹 

怪波也称为极端波、异常波. 为了展示在极限

状态下, α-螺旋蛋白的生物能量和生物信息传递动

力学性质, 本节利用定理 3 给出 1, 2, 3k  时一阶

怪波解的表达式, 讨论参数在不同数值下, 尤其是

1a 为零和不为零时, 怪波解各个分量的波形演化

和波峰波谷轨迹. 
4.1 参数 1k  时的怪波 

当 1k  时, 三分量高阶非线性薛定谔方程的

一阶怪波解为 
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这里,  
2 2
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固定某个时刻 t , 考察各个分量关于空间变量

x的驻点, 可得各个分量关于时刻 t 的极值轨迹. 
计算可得, 波函数 ]
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[1q 的峰值轨迹为 
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将式(36)和(37)代入 ]
1,1
[1q , 可得峰值和谷值关

于时间变量 t 的轨迹分别为 
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显然 , 在 0t = 时 , 波形分别在 1
1(2 )x c  和 x   

1
1(1 3)(2 )c  处达到无量纲化的最大值 13 c 和最

小值 0 . 即当 0t = 时, 有一个三倍于平均振幅的波

峰极值出现, 且两侧会出现对称的波谷极值. 这种

剧烈的生物能量传递信号对 α-螺旋蛋白的三个氢

键的动力学影响有待实验观测和研究. 当 t 
时, 波形趋向为一峰二谷形状的孤波, 且峰值和谷

值都趋向于渐近平面高度 1c . 
同时, 波函数 ]
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将式(39)代入 ]
2,1
[1q 或 ]

3,1
[1q , 可得极值关于时间

变量 t 的轨迹为 
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1 4 6

(

1

)

( )

c a γ tc
c a γ t




 
 (40) 

当   12
1 12 4 6 1( )t c a γ


   时 , 极值轨迹分别达到

最大值 12 c 和最小值 0. 当 t 时, 波形趋向为

一峰一谷形状的孤波, 且峰值和谷值都趋向于渐

近平面高度 1c . 
种子解中参数 1a 是 x的系数, 1a 是否为常数 0

对波形有显著影响. 当 1 0a  时, 方程(28)可获得

孤波解. 例如, 取 1 10, 1a c γ   , 1,1 2,1
[1] [1]

3,
1
1

[ ], ,q q q 的

波形演化如图 1 所示, 区域[ 2,2] [ 40,40]   是波形

的主体部分, 其他区域已衰减到渐近平面的邻域.  
由式(38)可得, 波函数 ]

1,1
[1q 的峰值轨迹和两个

谷值轨迹分别为 

2 2 2

8 1 11 , 1 , 1 ,
4 1 4 1 4 1t t t

  
  

 (41) 

其极值轨迹如图 1(a)中虚线所示, 其中红色虚线是

波峰轨迹线, 蓝色虚线是波谷轨迹线. 观察峰值和

谷值的表达式可知, 当 0t = 时, 波形达到了最大

值和最小值, 分别为3, 0, 0 . 
同时, 波函数 ]

2,1
[1q 和 ]

3,1
[1q 的极值轨迹为 

2 3/22 1 3 3 (4 1) .x t t     (42) 

当 2 / 4t   时, 极值轨迹分别达到极值 0 和 2. 
当 1 0a  时, 方程(35)可获得时间-空间双局域

的怪波解 . 例如 , 取 1 11, 1a c γ   时 , 波函数

1,1 2,1
[1] [1]

,
1

3
]
1

[, , q q q 的波形演化如图 2 所示, 其中虚线是 t
时刻极值的轨迹线. 两条极值轨迹的表达式是 

2 3/22 1 21 3 (196 1) .x t t     (43) 

当 2 / 28t   时, 极值轨迹分别达到最大值 2 和

最小值 0. 
4.2 参数 2k  时的怪波 

当 2k  时, 三分量高阶非线性薛定谔方程的

一阶怪波解为 









2 1 2
1,2 1 2 1 1 1

2

2
2,2 1 2

1 2
1 1 2

[1] [0]

[1]

[0

2

2
3,2

]

[1
1 2

1 2
1 1

]

]

2

[0
3

2
1 4( 1) ,

1 (1 i) (2 1)

2i(2 ) ,

1 (1 i) (2 1)

2i(2 ,1)

1

c F
q c G c G q

H

q c G

c Fc G q
H

q c G

c Fc G q
H

 
      
 


    



  











   



  

















(44) 

   
             (a) [1]

1,1q 分量                           (b) [1]
2,1q 分量                           (c) [1]

3,1q 分量 

图 1  一阶怪波解 [1]
1q 各个分量的波形演化( 1 10, 1a c γ   ) 

   
             (a) [1]

1,1q 分量                           (b) [1]
2,1q 分量                           (c) [1]

3,1q 分量 

图 2  一阶怪波解 [1]
1q 各个分量的波形演化( 1 11, 1a c γ   ) 
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其中,  
 2 1 2 1 3 1 2 1 1

2 1 2 1 3

i(2 1) ( i ),
i( ,2 1)

F c P P P c P c P
G c P P P

    

  
 

4 2 2 2
2 1 1 1 2 1 2

4 2 4 2
1 1 1 3

(4 2 1 (2 1)
4

)
4 1,

H c P c P c P
c P c P

    

 
 

这里,  

 




2 2 2
3 1 1 1

4 2 2 4 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

6(6 ) 2

9( 16 3

( )

6 )

6 8 6

P x c a γ a xt

a a c c γ

a a c γ a c t c tγ.

    

  

   
 

鉴于 2k  的时候波函数的极值轨迹线是四次

多项式的根, 在一般情况下, 极值轨迹的显式表达

式过于繁长, 为免赘述, 仅在示例中用三维虚线表

出.  
当 1 10, 1a c γ   时, 波函数 1,2 2,2

[1] [1]
,
1

3
]
2

[, , q q q 的波

形演化如图 3所示, 其中虚线是波峰和波谷所在的

极值轨迹线. 图示区域[ 5, 15] [ 300, 100]   是波形

的主体部分, 其余区域的波形已逐渐衰减到渐近

平面的邻域. 
当 1 11, 1a c γ   时, 波函数 1,2 2,2

[1] [1]
,
1

3
]
2

[, , q q q 的波

形演化如图 4所示, 其中虚线是波峰和波谷所在的

极值轨迹线. 图示区域 [ 2, 2] [ 30, 30]   是波形的

主体部分, 其余区域的波形已快速衰减到渐近平

面的邻域. 
4.3 参数 3k  时的怪波 

当 3k  时, 三分量高阶非线性薛定谔方程的

一阶怪波解为 









3 1 3
1,3 1 3 1 1 1

3

3 2
2,3 1 3 1 2 1 1

2

[1] [0]

[1]

[01 3
1 2 2

3

3 2
3,3 1

]

[1]

[0

3 1 2 1 1

2 1 3
1 2 3

3

]

21 4(2 3 3) ,

1 (1 i) 2(2 3 3 )

2
3 3i(2 ) ,

1 (1 i) 2(2 3 3

+1

+1

)

23 3i(2 ) ,

c Fq c G c G q
H

q c G c G c G

c F
c G q

H

q c G c G c G

c Fc G q
H

 
      
 


     



  




     



  





















 (45) 
其中,  

3 2
3 1 3 2 1 1 1 43 ,i( 3 2 )G c P P c P P P      

 2 3 2
3 1 1 3 2 1 1 1 42i 3 )3 2(F c c P P c P P P       

1 23 ,6F F  

   
             (a) [1]

1,2q 分量                           (b) [1]
2,2q 分量                           (c) [1]

3,2q 分量 

图 3  一阶怪波解 ]
2
[1q 各个分量的波形演化( 1 10, 1a c γ   ) 

   
             (a) [1]

1,2q 分量                           (b) [1]
2,2q 分量                           (c) [1]

3,2q 分量 

图 4  一阶怪波解 ]
2
[1q 各个分量的波形演化( 1 11, 1a c γ   ) 
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


4 2 2
3 1 1 4 3 1 2

4 2 2 4 2 2
1 1 1 2 1 1 1 3

24 2 4 2
1 2 1 1 1 1

4 2
1 3

4 2 3 9(2 1)

36 2 1 4 6

12 4 3 36

3

)

6

( )

,

(

9

H c c P P c P

c P c P c P c P

c P c P c P

c P

    

  

   



 

这里,  
 


 





3 2 2 2
4 1 1 1

4 2 2 4 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

6 2 4 4 2 6 3
1 1 1 1 1 1

4 2 2 4 2
1 1 1 1 1

4 2 2 4 2 3 3
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1

3 3(6 )

3 9( 16 36 )

6 8 6

27(216 180 30 )

2

( )

7 20 60

9( 11 6 ) 3

3 5

(

4 108

)

( )

P x c a γ a x t

a a c c γ

a a c γ a c t c γt x

c a c a c a γ

a a a c c γ

a a c c γ a c a t

c a c γ

    

  

   

   

 

 







  

  2
118 1 6a γ t γt.  

 

3k  时, 波函数的极值轨迹线是六次多项式

的根, 在一般情况下, 极值轨迹没有显式的根式表

达式, 文中同样地仅在示例中用三维虚线表出. 
当 1 10, 1a c γ   时, 波函数 1,3 2,3

[1] [1]
,
1

3
]
3

[, , q q q 的波

形演化如图 5所示, 其中虚线是波峰和波谷所在的

极值轨迹线. 图示区域 [ 5, 25] [ 500, 100]   是波

形的主体部分, 其余区域的波形已逐渐衰减到渐

近平面的邻域. 

当 1 11, 1a c γ   时, 波函数 1,3 2,3
[1] [1]

,
1

3
]
3

[, , q q q 的波

形演化如图 6所示, 其中虚线是波峰和波谷所在的

极值轨迹线. 图示区域 [ 2, 2] [ 30, 30]   是波形的

主体部分, 其余区域的波形已快速衰减到渐近平

面的邻域. 
在上述分别以 1, 2, 3k  给出的示例图中, 对

比 1 0a  和 1 0a  的两种情况可知, 1a 是否为零对

于波形的局域性有显著的影响. 当 1 0a  时, 波峰

将迅速衰减到渐近水平, 波峰观察的窗口期较短. 
当 1 0a  时, 其波峰衰减速度缓慢, 有较长的观察

时间. 
文中波形不同于文献[16-17]展现的孤波, 文

献[16-17]的 2-孤子在不同参数下展现了两孤波之

间的弹性碰撞和非弹性碰撞, 长时间内波高恒定

的孤波容易被观察到, 且孤波碰撞的强相互作用

区域容易被预测, 本文讨论的怪波的波高不定, 波
峰振幅巨大, 是一种极限形态, 这给 α-螺旋蛋白激

发孤波传递生物能量和生物信息提供了一种新的

理论形态. 

5 结论 

本文研究了 α-螺旋蛋白中生物能量沿蛋白质

   
             (a) [1]

1,3q 分量                           (b) [1]
2,3q 分量                           (c) [1]

3,3q 分量 

图 5  一阶怪波解 ]
3
[1q 各个分量的波形演化( 1 10, 1a c γ   ) 

   
             (a) [1]

1,3q 分量                           (b) [1]
2,3q 分量                           (c) [1]

3,3q 分量 

图 6  一阶怪波解 ]
3
[1q 各个分量的波形演化( 1 11, 1a c γ   ) 
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分子链以孤波方式传输的三分量高阶非线性薛定

谔方程的控制模型, 讨论了该模型中三个相互耦

合的波函数在极限状态下激发极限波的形态, 即
怪波解. 基于控制模型 Lax 对表示的谱问题, 文中

给出了以下三点发现: 
(1)利用规范变换得到了三分量高阶非线性薛

定谔方程的达布变换, 该变换借助谱参数为某个

任意给定的值及其所关联的特征函数, 构造线性

方程组, 并利用克莱姆法则, 通过行列式形式表

出. 
(2)通过 Lax 对的变量分离和平移参数的引入, 

给出了怪波激发的一组代数条件, 其中包括谱参

数的临界值. 通过对谱参数临界值的微扰, 利用幂

级数的多项分裂构造怪波解的基础特征函数, 并
由此导出了退化的达布变换. 

(3)平面波解通过退化的达布变换获得三分量

高阶非线性薛定谔方程的怪波解. 在不同的参数

下, 用三维图形示例怪波解的波形演化及其极值

轨迹, 其中包括时间-空间双局域的怪波. 极值轨

迹表明了多个耦合分量之间能量分布和传输模式

的不同. 
本文方法和分析结果为三分量高阶非线性薛

定谔方程控制的 α-螺旋蛋白中生物能量传输的怪

波激发实验研究提供了理论支持, 促进了对怪波

产生机制和形成效果的理解. 特别地, 当参数 γ 等
于 0时, 控制模型退化为光学中重要的Manakov系
统, 在光通信的研究中也具有重要的实际意义.  
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Rogue wave solutions of the three-component high-order nonlinear 
Schrödinger equation in α-helix protein 

WANG Mengya, CHEN Tingting, WANG Lihong 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The three-component higher-order nonlinear Schrödinger equation is used as the governing equation 
for the propagation of biological energy along the molecular chain of alpha helical proteins with interspine 
coupling at higher order, and the rogue waves excited by three coupled wave functions in the limit state are 
investigated. Based on the Lax pair representation of the governing model, the determinant form of the Darboux 
transformation is derived using the gauge transformation. Through the variables separation of Lax pair and the 
introduction of translation parameters, the algebraic conditions for the excitation of rogue wave are given. 
Furthermore, the fundamental characteristic functions of the rogue wave solution are constructed with the 
multisection of power series, with the use of which the degenerated Darboux transformation is derived. Finally, 
the rogue wave solutions are obtained using degenerated Darboux transformation and the waveform evolution, 
and extreme value trajectory of rogue waves are illustrated with three-dimensional figures under different 
parameters. 
Key words: three-component higher-order nonlinear Schrödinger equation; Lax pair; Darboux transformation; 
rogue wave 
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