
第37卷第1期, 2024年1月 宁 波 大 学 学 报（理 工 版 ） 中国科技核心期刊 
Vol.37 No.1, Jan. 2024 JOURNAL OF NINGBO UNIVERSITY ( NSEE ) 中国高校优秀科技期刊 
 

 

DOI: 10.20098/j.cnki.1001-5132.2023.0701 

耦合 MRT 方程的三哈密顿对偶系统 

胡碧圆, 曹陈辰* 
（宁波大学 数学与统计学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 本文将三哈密顿方法应用于耦合 Merola-Ragnisco-Tu 方程, 获得了新的离散可积系统, 并

求出了它的线性谱问题、双哈密顿结构以及 Darboux-Bäcklund 变换. 进一步, 利用 Darboux- 
Bäcklund 变换求出了对偶系统的精确解. 
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物理、化学和生物学中的许多现象都可以用非

线性离散方程来建模. 近年来, 离散方程的研究受

到了广泛关注[1-3]. 目前, 研究者们已经获得了很

多离散可积系统, 如 Toda 链[4-5]、sine-Gordon 链[6]、

Ablowitz–Ladik 链、Merola-Ragnisco-Tu (MRT)链[7]

等. 这些离散可积系统的哈密顿结构、Lax 对、精

确解等都已得到充分研究. 因此, 寻找或者构造一

些新的离散可积系统是一个重要的研究内容. 利
用三哈密顿对偶方法[8]、Bäcklund 变换[9]、递归算

子[10]等方法可以构造出新的可积系统. 
1996 年, Olver 等[11]通过重组哈密顿算子得到

CH方程是KdV方程的对偶方程的结论, 同时也得

到了 mKdV 的对偶系统. 2013 年, Tian 等[12]利用三

哈密顿对偶方法发现 Wadati-Konno-Ichikawa 方程

的对偶系统是 Song-Qu-Qiao 方程. 2017 年, Kang
等[13]同样利用此方法构造了 Dispersive Water Wave
系统的对偶系统, 并求出了对偶系统的 Bäcklund
变换. 2021 年, Zhang 等[14]首次将此方法用到离散

可积系统上, 构造了 MRT 方程的对偶系统. 
2010 年, Xu[15]构造了耦合 MRT 方程, 并求出

了其哈密顿结构 , 通过达布变换给出了精确解 . 
2015 年, Xu[16]进一步得到了与其相关的非等谱可

积族. 本文将通过重组哈密顿算子构造一个新的

离散四分量可积系统. 

 

1 耦合 MRT 的对偶系统 

耦合 MRT 方程可以写成以下形式: 
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其中 , , ,n n n nr s u w 是位势函数. 耦合 MRT 方程有

4 4 矩阵形式的谱问题: 
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耦合 MRT 方程用双哈密顿结构表示为 
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其中 (1) (2)
1 2 2, ,J J J 是相容的哈密顿算子. 显然, 对任

意常数 , , ,a b c  反对称算子 (1) (2)
1 2 2a b c  J J J J 是

哈密顿算子. 选择 1, 0a b c   和 0, 1a b c   , 
可得到一对新的相容的哈密顿算子 , 即 1 1

ˆ  J J  

2
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2 2

ˆ, .J JJ  基于 1Ĵ 和 2Ĵ 可以得到耦合 MRT 方

程的对偶系统. 1Ĵ 可以写成 
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所以 2Ĵ 可以表示成 
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一对相容的哈密顿算子 1 2
ˆ ˆ,J J 可以生成 ˆ ,nr  

ˆ ,ns ˆ ,nu ˆnw 的哈密顿系统, 所以有 
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接下来求解 1 2
ˆ ˆ,H H . 先利用种子方程和变分导数

的链式法则, 可得到 
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因此, 通过计算可以得到 
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从而可以导出四分量 MRT 方程的对偶系统 
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其次, 利用对偶系统的双哈密顿结构和方程
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可见, 本文得出了耦合 MRT 方程对偶系统的双哈

密顿结构. 

2 耦合 MRT 对偶系统的线性谱问题 
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其次, 为了获得耦合 MRT 方程对偶系统的谱

问题 , 先做变换 ˆ ,n nr r  ˆ ,n ns s  ˆ ,n nu u   
ˆ ,n nw w  1 , 则式(5)变成 
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           (6) 

这里就恢复了相容哈密顿算子 1Ĵ 和 2Ĵ . 接着, 令 

1 1
1 1 1 1, ., ,n n n n n n n nr s u w       
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利用等式(2)计算式(6), 可以得到耦合MRT方程的

对偶系统. 综上所述, 耦合 MRT 方程的对偶系统

有满足零曲率方程的谱问题: 
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3 Darbux-Bäcklund 变换 

首先介绍 gauge 变换 
,n n nT   

这一变换将谱问题(7)和(8)变成 
1

1 1,   ˆ ˆ ) ,ˆ (E   n n+ n n n n+ n nU U T U T       (9) 
1ˆ ˆ ˆ( )(,    ) .  n,t n n n n,t n n nV V T T V T     (10) 

令变换矩阵 nT 为 
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其中 [ ] ( 1,2, 1,2,3,4)jlt n j l  是关于变量 n和 t的
未知函数. 

令 1 2 3 4 T( , , , ) ,n n n n   n  1 2 3 4 T( , , , )n n n n   n
是谱问题(7)和(8)的线性独立的解, 假设 1, 2
是 det( ) 0nT 的根. 当 ( 1,2)i i    时, 有 n nT 
与 n nT 线性相关, 则存在非零常数 ( 1,2)ik i  , 使
得 

( ), , 1, 2.i ik i  n n n nT T             (11) 

首先, 定义 
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因此, 基于式(12), 可以从式(11)中推知 
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因此, 
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显然, ( 1,2)i i  是 det( ) 0nT 的 4 个根. 接着, 
利用空间谱问题(7)和等式(12)可以得到 
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                     (14) 

其中 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] 1i i n n i n i i n n i i n n iA n r s r r w s u             
,ˆi n iu  ˆ ,ˆ[ ]i i n i i n iB n s w      2 ˆ ˆ[ ]i i n n iC n r s    
ˆ ˆ[ ],i i n i i i n i ir D n s        .  

将式 (14)代入式 (13), 很容易导出 [ 1]jlt n   
( 1,2, 1,2,3,4)j l  与 [ ], [ ], [ ], [ ]i i i iA n B n C n D n 之间

的关系. 
命题 1  由式(9)定义的矩阵 ˆ

nU 与 ˆ
nU 有一样的

形式, 即 
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其中 ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,n n n nr s u w    与 ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,n n n nr s u w 的关系如下: 
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对于命题 1, 先由相容性得到 
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从而可以得到 1
ˆ n+ n n nT U Γ T . 再比较  的同次幂

系数, 其中由  的零次幂系数可得公式(15), 之后

借助于式(15)和 [ ]ijt n 、 [ 1]ijt n  的表达式, 用 maple
验证其自动满足即可. 

命题 2  在变换(15)下, 由式(10)定义的矩阵

n̂V
 与 n̂V 有相同的形式. 

同理, 对于命题 2, 也是先由相容性得到 
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从而可以得到 ˆ n,t n n n nT T V Λ T . 之后, 比较  的

同次幂系数, 其中由 2 的系数可得 
12 12[ ],nw t n    

21 1 21[ ],nu t n    
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再利用等式(2)和变换(15), 可以得到 n̂V . 接下来用

maple 验证其余方程自动满足即可. 
根据命题 1 和命题 2, 可以得到如下定理. 
定 理 1  等式 (15) 是方程 (3)的 Darboux- 

Bäcklund 变换. 所以在变换(15)下, 方程(3)的任意

一个解 Tˆ ˆ ˆ ˆ( , , , )n n n nr s u w 对应它的一个新解 ˆ ˆ( , ,n nr s   
Tˆ ˆ, )n nu w  . 

4 精确解 

很容易验证 1,nr  1,ns  1,nu  1,nw  ˆ 2,nr   
ˆ 2,ns  ˆ 2,nu  ˆ 2nw  满足方程, 这将作为种子解. 
将这一种子解代入式(7)和式(8), 可以得到满足该

方程组的两组解 1 2 3 4 T( , , , ) ,n n n n   n  1 2( , ,n nn    
3 4 T, )n n  , 其中 
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1 2 3 4 T( , , , )n n n nn     的形式与 n 类似 . 因此 , 可
以计算出 [ ], [ ], [ ]i i in n n   . 接着利用式(19)和式

(20)可以求出 [ 1] ( 1, 2, 1,2,3,4)jlt n j l   , 最后代

入 Darboux-Bäcklund变换(15), 就可以构造方程(3)
的一组精确解.  
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Tri-Hamiltonian duality system of coupling Merola-Ragnisco-Tu equation 

HU Biyuan, CAO Chenchen 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Applying the tri-Hamiltonian method to the coupled Merola-Ragnisco-Tu equation, a new discrete 
integral system is obtained, and its linear spectral problem, bi-Hamiltonian structure, and Darboux-Bäklund 
transformation are solved. Furthermore, using the Darboux-Bäklund transformation, the exact solution of the 
dual system can be sought. 
Key words: linear spectral problem; bi-Hamiltonian structure; Darboux-Bäklund transformation; exact solution 
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