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摘要: 研究了分数阶 p-Laplace 方程解的单调性公式. 基于 Caffarelli-Silverstre 的延拓技术, 将分

数阶 p-Laplace 方程相应的扩展问题表述为半空间中一个退化或奇异局部方程. 通过建立与扩展

问题相关的 Almgren 型频率函数, 结合散度定理和积分估计获得了延拓函数的单调性公式. 
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单调性公式由 Almgren 于 1979 年在文献[1]中
首次提出, 椭圆方程解的单调性公式是关于椭圆

方程的重要研究内容之一. Garofalo 等[2-3]首次提出

了频率函数方法, 通过建立方程解的单调性公式

得到具有散度形式的二阶 Laplace 方程解的唯一延

拓性. 之后, 为了解决分数阶 Laplacian 算子非局

部性带来的研究困难, Caffarelli 等[4]提出了一种延

拓技术, 用于讨论分数阶 Laplacian 算子的相关问

题, 即将非局部问题简化为更高一维的局部问题. 
基于此方法, Fall 等[5]建立了分数阶 Laplace 方程与

带有权重的奇异或退化局部方程两者之间的关联

性, 进而获得了方程解的单调性公式. 随后, Luca
等[6]研究了在 Dirichlet 边界条件下分数阶椭圆方程

在边界点上的单调性公式, 并结合爆破分析得到

了方程解的定性性质. 
Fall 等[7]基于延拓方程解的单调性公式, 证明

了具有 Hardy 势的分数阶椭圆算子解的唯一延拓

性, 即算子表达式为: 
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其中: (0,1),s  0,m≥  1 1( ),na C S   且对 0hC   
和 (0,1) 使得: 

1 2( \{0}), | ( )| | ( ) | | | .s
hh C h x x h x C x      ≤  

尽管在建立非局部问题解的单调性公式方面

已取得了部分成果, 但是目前大多数工作都集中

在非局部的分数阶 Laplacian 算子条件下, 对于更

一般的非局部算子, 如分数阶 p-Laplacian 算子, 相

关单调性公式的研究报道较少.  
本文研究了更一般的分数阶 p-Laplacian 算子

解的单调性公式. 
首先阐述分数阶 p-Laplacian 算子 ( )sp , 其定

义为: 
2
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其中: (0,1),s  (1, ),p   2,n   ,n spC 是一个依

赖于 , ,n s p 的正常数; P.V.代表柯西主值. 
与分数阶 Laplacian 算子不同, 当 2p  时, 分

数阶 p-Laplacian 算子是一个非线性非局部算子, 
因此, 研究此类算子显然更为复杂. 结合相关的研

究成果可知, 针对分数阶 p-Laplacian 算子的研究, 
一 种 方 法 是 积 分 方 程 法 [8], 即 建 立 分 数 阶 p- 
Laplace 方程与积分方程的等价性, 通过运用积分
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形式的移动平面法研究方程解的相关性质. 另一

种方法是采用 Caffarelli-Silvestre 延拓技术[9], 得到

分数阶 p-Laplacian 算子相应的局部方程, 将相应

的扩展问题表述为半空间中具有奇异或退化权重

的局部方程 . 此外 , 文献[9]还证明了分数阶 p-  
Laplacian 算子的另外两种表达公式. 而当 2p  时, 
分数阶 Laplacian 算子作为一种特殊形式, 其单调

性公式在文献[10]中已得到证明. 文献[11]研究了

分数阶 Hardy-Hénon 算子正解的渐近行为和爆破

估计, 得到了方程 
( ) ( ) | |s pu x x u   

在 单位 球中 正解的 单调 性公 式 , 其 中 (0,1),s  
2 2 ,s s   ( ) / ( 2 ) ( 2 )/( 2 ),n n s p n s n s     

且 2n≥ . 此外, 文献[12]研究了高阶分数 Laplacian
算子, 并运用 Pohozaev 恒等式得到了四阶椭圆方

程解的单调性公式. 因此, 针对单调性公式的研究

逐渐趋于丰富[13-16]. 
本文受 Laplace 方程和分数阶 Laplace 方程解

的单调性公式启发, 研究了分数阶 p-Laplacian 算

子解的单调性公式, 将分数阶 Laplacian 算子解的

单调性公式推广到更一般的应用范围. 采用基于

非线性非局部算子的 Caffarelli-Silvestre 线性延拓

技术, 通过定义一个合适的 Dirichlet 边界条件, 证

明了分数阶 p-Laplacian 算子与局部方程之间的等

价性, 即将相应的扩展问题表述为半空间中具有

奇异或退化权重的局部方程. 在分数阶 p-Laplacian
算子 ( )sp 取 (0,1)s 和 (1, )p  情况下, 将具有

线性算子解的单调性公式推广到非线性算子中 . 
依托 Caffarelli-Silverstre 的延拓技术, 通过现有结

果建立方程的频率函数, 并结合相关积分估计获

得具有非线性非局部方程解的单调性公式. 与此

同时, 讨论了 1p  情况下的分数阶 p-Laplace 方程

解的单调性公式, 从而更大程度上拓展了非局部

分数阶 Laplace 方程的研究成果. 

1 准备工作 

在给出本文的主要定理前, 首先引入一些记

号以便后续书写. 
对于任何 0r  , 定义 

 1 1
1( , , , ) : 0n n

nz x x y y 
       . 

 1 : | | 1n nS z z   表示一个 1n 中单位为

n维的球体. 

  1
1 1 1( , , ) : 0 :n n n n

n nS S S   
        . 

 n+1( , ) : | | 1rS z x y z
    . 

   1 : | | , ( , ) : 0n
r r rB z z r B x y B y       . 

   1:| | ( ,0) :n n n
r rB x x r B x x          . 

dS 表示 n 维球体上的体积元素. 

d d d ,z x y ( , ) nz x y    表示 ( 1)n  维的

体积元素. 

接着引入有关分数阶 p-Laplacian 算子相应的

延拓性质.  
文献[9]给出了引理 1 的证明过程, 并讨论了

分数阶 p-Laplacian 算子其他定义形式的表示方法. 
引理 1 对我们主要结果的证明至关重要. 

引理 1  令 (0,1)s 和 (1, )p  , 设 0 ( , )xU x y
是下面边值问题的解: 
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且对  1,2 / (2 )p s  需额外假设 0( ) 0u x  , 则对

于 2 ( )nbu C  , 使得: 
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其中: 0
nx  , ( , ) (0, )nx y    . 

特别地, 当 2p  时, 我们有: 

 0
2 00

2
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u x u yU x y
y y

 
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2
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即满足分数阶 Laplacian 算子的经典结果. 

2 主要定理 

首先定义方程解的频率函数, 然后通过计算

函 数 的导 数 得到 主要 定 理 . 从 引理 1 可 获 得
0 ( , )xU x y 是方程(2)的一个解, 我们用  替换 0 ,xU

且为方便之后计算, 后续研究都建立在 (0,1)r 的

条件下. 
值得注意的是, 令 

0,r   1 1( ; ),sp
rH B y    

满足下面延拓问题: 
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为了确保完整性, 给出式(3)中频率函数的定

义. 令 0z  , (0, ]r R , 且 0R  , 定义函数 
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则函数 ( )r 的表达式为: 

 21
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此外, 在 2p  和 (0)A id 情况下, 上述给出

的频率函数也可以表示分数阶椭圆方程的频率函

数, 并且定义是良好的. 另外, 随着二阶椭圆方程

组研究的不断深入, 文献[17]建立了一类弱耦合的

二阶椭圆方程组的频率函数. 最后, 给出关于本文

的主要研究结果. 
定理 1  令 (0,1),s  (1, ),p   2,n   函数

( )r 定义如式(6). 
若函数 2 ( ) ( )n n

b spu C L    满足: 
( ) ( ) 0,s

pu x   

则存在一个常数 0C  , 使得: 
( ) ( )Crr e r   

是关于 0(0, )r r 的一个非减函数, 其中 0 (0,1)r  和

C 是依赖于空间维数的量. 
一旦有了单调性质, 下面的推论将顺理成章. 
推论 1  存在一个  , 使得极限

0
lim ( )
r

r


 
成立. 

3 定理 1 的证明 

本节讨论函数 ( )r 一个单调性质的证明. 
证明  不失一般性, 令 0 1r  和 ( , )z x y .
首先由定义 

( ) ( ) / ( ),r D r H r  
计算出 的导数, 得: 
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接着, 将证明的剩余部分分为 3 个步骤. 
步骤 1  为了得到一些想法, 首先给出 ( )H r

的导数. 
对于 0 (0, )r R , 考虑以下极限 

0
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由于 1 1( )nC 
  , 则对于任意的 nS  , 有: 

0

2 2 2 2
0

0

| ( )| | ( )|lim NSr r

r r
r r

   





  

0 02 ( ) ( ),r r
v
   


 (8) 

另一方面, 对于任意的 0( / 2, )r r R 和 nS  , 有: 
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因此, 由式(7)和式(8), 并利用控制收敛定理可得: 
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由于式(9)中H  在区间 (0, )R 上具连续性, 故 

1
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此外, 利用 方程式, 可获得: 

 11( ) div ( ) ( ) d
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将式(11)代入式(10), 整理后得: 
2( ) ( ).H r D r
r

   

步骤 2  接着计算有关 ( )D r 的导数. 

现将问题写成以下形式: 
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在 rB
 上, 有以下公式: 

 211div ( )
2

spy z z  


 

 11 ( ) ( )
2

spy z z z    


 

 21 ( )
2

spn sp y z
   

   1( ) div ( ) .spz z y z    (12) 

下面将式(12)在 rB
 上进行积分, 并使用散度

定理, 得: 

 21 ( ) d
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n sp y z z



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同时, 对于任意的 0(0, )r r , 令 
1 2( ) ( ) d .

r
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B
I r y z



   (14) 

式(14)利用 Rellich 恒等式, 对于 (0, )r R 几乎

处处有: 
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由
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将式(14)和式(15)代入 ( )D r 表达式, 同时结合

式(13)得: 
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步骤 3  修正频率函数的单调性. 
结合步骤 1 中 ( )H r 和步骤 2 中 ( )D r , 代入

( )r 表达式, 有: 
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由 Cauchy-Schwarz 定理, 可得: 
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因此, 最终可得: 
( ) ( ),r C r  ≥  

其中C 是一个仅与空间维数 n有关的量. 
至此定理 1 的结论成立. 
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Monotonicity formula for solutions of fractional p-Laplace equations 

WANG Qi, WO Weifeng 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, we study the monotonicity formula of solutions for fractional p-Laplace equations. 
Based on the extension technique of Caffarelli-Silverstre, the corresponding extension problem of fractional 
p-Laplace equation is addressed as a degenerate or singular local equation in half space. By establishing the 
Almgren-type frequency function related to the extended problem, and combining the divergence theorem and 
integral estimation, the monotonicity formula of the extended function is obtained. 
Key words: fractional p-Laplace; extension technology; frequency function; monotonicity 
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