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集合差系统的新构造 
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摘要: 研究集合差系统新的构造方法. 借助有限域上分圆类, 给出集合差系统的两个直接构造; 
再利用克罗内克积建立集合差系统新的递归构造, 并推广了已知构造. 最后应用所得到的直接

构造和递归构造给出了新的渐近最优的集合差系统. 
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为解决码字同步问题, Levenshtein[1]于 1971 年

引入一个新组合结构, 称为集合差系统(Difference 
System of Sets, DSS). 

设 0 1 1{ , , , }tA AA   是由 n 上 t 个不相交子

集 (称为区组 )组成的集族 , { 0,1,| |: ,iK iA    
1}t  为区组大小的多重集. 定义 ( )E  为  中子

集之间外差的多重集, 即 
{ (mod  ) :( ,) ,E i ja b n a A b A      

0 1}i j t ≤ ≤ . (1) 
若 ( )E  包含 n 中每个非零元至少  次, 则

称集族  为 ( , , , )n K t  集合差系统 , 记为 ( , , ,n K t  
) -DSS. 

若 n 中每个非零元在多重集(1)式中都恰好出

现  次, 则称该 DSS 是完美的. 若所有区组的大小

相同, 即 0 1 2 1| | | | | | | |tA A A A m    , 称该 DSS
是正则的, 记为 ( , , , )n m t  -DSS. 

给定 n 上的一个 ( , , , )n m t  -DSS 10{ , , ,A A   

1}tA  , 其冗余 r 为各个区组大小的和, 即 
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设 ( , )tr r n  为给定参数下最小的冗余 , 若

DSS 的冗余 ( , )tr r n  , 则称该 DSS 是最优的. 
Levenshtein[1]得到了 ( , )tr r n  的一个下界 , 

Wang[2]则对此下界做了改进, 为 
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其中,  x 表示大于等于 x的最小整数.  
设存在一类无限的 DSS, 若其参数为 ( , , ,n K t  

) 和冗余 r 满足 
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1lim 1
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
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则称此类 DSS 是渐近最优的[3]. 
近年来, 国内外学者也对 DSS 的构造进行了

许多研究. Tochev[4-5]通过循环差集、分圆类与重量

矩阵得到构造 DSS 新的方法. Fuji-Hara 等[6]通过有

限几何中的超平面划分方法构造了 DSS. 范翠玲

等[7-8]分别通过不相交差族和差集构造 DSS. Qi 等[9]

通过 12 阶的分圆类差集来得到新的 DSS. Fujiwara
等[10]通过由两个阶数互素 DSS 所构造的乘积方法

得到了新的 DSS. Wang 等[11]通过差集和划分型

DSS 给出新的构造. Lei 等[12-13]通过划分型的循环

差填充以及有限射影几何构造 DSS. 王红瑞[14]通

过线性空间、子群陪集、结合方案构造出新的 DSS. 
Chisaki 等[3]通过差覆盖和划分型的 DSS 得到 DSS
的递推构造. 还有学者利用代数、组合的方法构造

了可划分差填充[15-16], 并由此可构造 DSS. 这些构

造都可得到许多最优与渐近最优 DSS. 
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本文首先通过有限域上分圆类得到两类新的

渐近最优 DSS 的直接构造, 再利用克罗内克积给

出一个新的递归构造, 并将其应用于已知 DSS 中, 
以得到新的渐近最优 DSS. 

1 预备知识 

设 1 10 -{ , , , }tB B B  是由 v 上 t 个子集(称为

区组)组成的集族, { 0 1| }|:iK i tB ≤ ≤ 为区组

大小的多重集. 定义 ( )  为中子集内差的多重

集, 即 
( ) { (mod  ) : , , ,ia b n a b B a b      

0 1}i t ≤ ≤ . 
若 ( )  包含 v 中的每个非零元至多  次 , 

则称集族  为 v 上 ( , , )v K  循环差填充 (Cyclic 
Difference Packing, CDP), 记为 t -CDP ( , , )v K  . 若

( )  包含 v 中的每个非零元至少  次, 则称集

族  为 v 上 ( , , )v K  循 环差 覆盖 (Cyclic Diffe- 
rence Covering, CDC), 记为 t -CDC ( , , )v K  . 若

( )  包含 v 中的每个非零元恰好  次, 则称集

族 为 v 上 ( , , )v K  循环差族(Cyclic Difference 
Family, CDF), 记为 t -CDF ( , , )v K  . 若所有区组的

大小皆为 k , 可记为 t -CDP ( , , )v K   (或者对应的

t -CDC ( , , )v K  、 t -CDF ( , , )v K  ). 当 1t  时, 记

1-CDC ( , , )v K  为 CDC ( , , )v K  , 且记 1-CDF ( , ,v K  
) 为 DS ( , , )v K  . 

设集族 0 -11, ,{ , }tB B B  为 v 上区组不相交

的 DSS 或 CDP. 若
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个差覆盖, 则称为 v 或差覆盖 L上的划分型设

计.  

为更简洁明了地介绍接下来的构造, 引入以

下符号: 设 X、Y 是 n 上给定的多重集, 0{ ,B  

11, }, tB B  是 n 上 t 个子集组成的集族, m 是正

整数.  
定义以下多重集: 

{ (mod  ) : , }( , )E a b n a XX b YY     , 
( ) { (mod  ) : , ,E i ja b n a B b B      

0 }i j t ≤ , 
( ) { (mod  ) : , , }Y a b n a b Y a b     , 
( ) { (mod  ) : , , ,ia b n a b B a b      

0 }i t≤ , 

[ ] {1,2, , }m m  , {0, , , ( 1) }mnm m n m   , 
X mY 表示 Y 中的每个元素在 X 中恰好出

现m 次,  
X mY≥ 表示Y 中的每个元素在 X 中至少出

现m 次,  
X mY≤ 表示Y 中的每个元素在 X 中至多出

现m 次,  
X Y 表示 X 与 Y 关于多重集的并. 

2 集合差系统的直接构造 

在构造集合差系统时, 有限域上分圆类起着

重要作用. 此节将介绍利用分圆类得到几类渐近

最优集合差系统的直接构造, 并做出所需的一些

定义与结论.  
设 p 是 一个 素数 , e 是 一个正 整数且 满足

| ( 1)e p  . 设  是有限域 p 上的一个本原元. 令
e  为乘法群 \ {0}p 中由 e 生成的子群, 定义

分 圆 陪 集 ( , ) 0, ,, 1, 1e p i e
iC i e      . 陪 集

( , ) ( , ) ( , )
0 1 1, , ,e p e p e p

eC C C  则称为 p 上 e阶分圆类. 
引理 1[4]  设 1p ef  是一个素数, 则 ( , )

0 ,e pC  

( , ) ( , )
1 1, ,e p e p

eC C  是 一 个 完 美 且 正 则 的  , , ,p f e  

( 1)f e  -DSS. 

引理 2  若存在一个包含区组 {0} 的划分型

t -CDP ( , , )v K  , 则存在一个 ( , \ {1}, 1,v K t v     
2) -DSS. 

证明  设 0 1 1{ ,{0 ,}, }tB B B   是一个划分型 t - 
CDP ( , , )v K  ,  

则
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由于 ,( )E v v vv    , 则 
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因此, 1 1{ , , }tB B  是一个 ( , \{1}, 1,v K t v     
2) -DSS. 
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定理 1  设 1p ef  是一个素数, 其中 e为奇

数 , 则 存 在 一 个  2 , ,2 , },{ , ( 1) / 2,p ef pf f    
3 1f  -DSS, 且冗余为 r ef . 

证明  设 ( , ) ( , ) ( , )
0 1 1, , ,e p e p e p

eC C C  是 p 上 e 阶

的分圆类, 构造如下 p 上的 ( 1) / 2e  个子集: 

1 1
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0 0 1 1, , ,e e

e p e p e p e pA C C A C C      
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2 2 2
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2
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, ),e e e
e p e p e

e e
pA C C A C     . 

由引理 1 可得, 集族 ( , ) ( , ) ( , )
0 1 1, , ,e p e p e p

eC C C 

是一个完美且正则的 , , , ( 1)p f e f e  -DSS, 同时由 
1 ( , )
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可得: 
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 ( 1) \ {0}pf   . 

设  3 1
2 2

0 1, , ,, e eA A A A   , 则 是 0}\{p 的

划分.  
下面计算 ( )  . 
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直接计算可知, 有等式 

   1 1
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), 1e e
e p e p e p e p

i iiE C C C C    , 
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i iiE C C C C   .  

又因为 
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代入(3)式可得 
   ( ) ( 1) \ {0} 2 \ {0}p pf f     ≤  

 (3 1) \ {0}pf   . 

再由引理 2 可得 
  2 (3 0) ) { }( 1 \E pp f     ≥  

 ( 3 1) \{0}pp f   . 

综 上 可 得 ,  是 一 个  2 , ,2 , },{ , (f f fp e   

1) / 2, 3 1p f  -DSS, 且冗余为 2 ( 1) / 2r f e    
.f ef  

推论 1  当 e 时,  2 , ,2 , },{ , (f f fp e   
1) / 2, 3 1p f  -DSS 是渐近最优的. 

证明  由定理 1 中构造可知 
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显然当 e 时, 有 
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即所得 DSS 是渐近最优的. 
定理 2  设 1p ef  为一个素数, 其中 e为奇

数 . 则存在一个  2 ,( 1) / 2,, 5 1f e pp f   -DSS, 
且冗余为 r ef f  . 

证明  设集族  3 1
2 2

0 1, , ,, e eA A A A   如定理

1 中的构造. 由定理 1 可知 

 ( 3 1)) \ {0}(E pp f    ≥ . 

取 出 子 集 3
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下面计算 ( )E   . 

 
3 3

2 2

0 0
( \)) , (

e e

E E i E

j i

j
i j

A A
 


 

        

   1
2

3
2

1

3

2

2

0 0
, ,e

e e

eE i E i
i i

A A A A


 



 

 
  

 
  . 

又由  
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    1 1
2 2

\ ,{0} \{0}e e pE p A A f   ≤ ,  

再利用上式可得 
   ( 3 1) \{0} 2 \{0( ) }E p pp f f      ≥  

 ( 5 1) \ {0}pp f   . 

综 上 可 得 ,  是 一 个  2 ,( ), 1 / 2,f ep p   

5 1f  -DSS, 且冗余为 ( 1) /2 2r f ee f f    . 
推 论 2  当 e 时 ,  2 ,( ), 1 / 2,f ep p   

5 1f  -DSS 是渐近最优的. 

证明  由定理 2 中构造可知  

 22

( 1) ( 1)( 1 5 1)( 1 1)
( 1) ( 3)

t n e ef f ef
r t ef f e
       

 
  

 

2 2

( 1) ( 5)
( 3) ( 1)
e f e ef
e f e
 

 
 

 

 
( 1) 4 11 1 .

3 1 1
e
e e e
       
    

 

显然当 e 时, 有 2

( 1)lim 1
( 1)e

t n
r t








, 即所得

DSS 是渐近最优的. 

设 s、m、l 是 3 个正整数满足m l . 设 p   
1ef  为素数满足 e ls m  , 构造如下 p 上的 s   

m 个子集: 
1 1( , ) ( , )

0 1 1
0 0

, , ,
l le p e

is is
p

i i
A C A C 

 

 
     

1 ( , )
1

( , )
1

0
, ,

l e p e p
s s li ss s

i
A C A C



  


   

( , ) ( , )
1 1 1 1, , .e p e p

s ls s m ls mA C A C        

类似定理 1 的证明过程可以验证知: 
由上述子集构造的集族 0 11{ , , }, s mA A A   

是一个 2( , { 1, , , , , } , (,f lf f fl lmp ps l      
1) )f -DSS. 因此, 可得如下结论. 

定理 3  设 1p ef  为素数, s、m、l 是 3 个正

整数, 满足 ,e ls m m l   . 则存在一个 , ,( , {p lf   
2, , , 1), )}, 1 (plf f f l l fs m     -DSS, 且 冗

余为 r ef .  
推论 3  当 s 时,  , , , , , }, ,{ f lf fp l f   

21 ( 1), fm ls p l     -DSS 是渐近最优的. 
证明  由定理 3 可知: 

 2
2( 1) ( ) 1

( 1)
1 ( 1)t n s m l lf fe

r t
 

    


   

2 2

( 1 1)
( 1) 1
ef s m

f e s m s m
  

 
   

 

2

2 2

1)(f e ef
f
l l
e

  
  

2

1
11s l lm

s m e
  

  
   

. 

显然当 s 时, 有 e 且 2

( 1)lim 1
( 1)e

t n
r t








. 

即所得 DSS 是渐近最优的. 

3 集合差系统的乘积构造 

此节将展示由两个 DSS 产生的乘积构造, 该构

造为文献[3]中主要构造的推广, 也是文献[11]中主

要构造的拓展.  
定理 4  假设存在一个 CDC 1( , , )v k  上的划分

型 1 1 1 1, ,( , )v K m  -DSS, 
11 2{ , , , }mA A A  和一个

划分
2

0}\ {v 的 2 2 2 2, ,( , )v K m  -DSS. 若存在子集 

1[ ]S m 使得
1

1[ ]
,i j v

i S j m
A A 

 

  
 
  ≥ , 则存在一 

个 1 2 1 2 |, , , )( |v v K Sm m  -DSS, 其中, 1min{    

2 2 1 2 1 1 2 2}( 1), 2 }, { : , { :| |iv K k k k K k AK        

}i S , 且冗余为 2( 1) | |i
i S

r k v A


   . 

证明  设
21 2 m{ , , },B B B  是一个划分

2
\v  

{0} 的 2 2 2 2, ,( , )v K m  -DSS. 构 造 如 下
1 2v v 上 的

1 2 | |m m S 个区组, 对于 11, ,i m  和 21, ,j m  , 
令 

, 2{ : , }i j i jD v a b a A b B    , 

,0 2{ : }i iD v a a A  .  
定义集族 

, 1 2{ : 1, , , 1, , }i jD i m j m      

,0{ : }iD i S .  
下面计算外差 ( )E  . 
情况 1  计算差 2 ( 0)v a a  在 ( )E  中出现的

次数.  
由的定义可知, 差 2v a出现于 

1

2

, , ,0 ,0
1 , ,1

( ( ,) ),
m

E i j i j E i i
i i m i i S i ij

D D D D 
    

  
≤ ≤

.  

由 是一个 1 1 1 1, ,( , )v K m  -DSS, 可知 

1
11

1
, ) ( \ {0})(E i

i m
vi

i
A A 


 

≤ ≤
≥ ,  

则 

 
1

2

, ,
11

,E i j i j
i m

m

ij
D D 


 

≤ ≤
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 2

1
2

11
,:

m

i
i i mj

v a a b b a A


    
≤ ≤

 

, ,i ja A b b B   ≥  

    
1

2 2
1

,1 : i i
i i m

v v a a a A a A 


    
≤ ≤

≥ 

    1 21 2 21 \ 0 .v vv v    

因此, 差 2 1, 1, 2, , 1v a a v  在 ( )E  中出现

了 1 2( 1)v  次.  
情况 2  计算差 2 + ( 0)v a b b  在 ( )E  中出现

的次数.  
由的定义可知, 差 2 + ( 0)v a b b  出现于 

 
2

1 1

, ,
11 1

,E i j i j
j j mi

m

i

m
DD  

 
  

≤ ≤
 

 1 2

,0 ,
1 1

,E i i j
i Si

m

j

m
D D 

 
    

 1 2

, ,0
1 1

,E i j i
i Si j

m m
D D

 
  . 

设
1

1

m

i
i

A A


  . 由
1

1

m

i
i

A A


  是一个 CDC 1( , , )v k  , 

可知 k ≥ 且
1

{0} ( )( {0} (, ) \E vA A kAk     ≥  

1
{0}) v≥ , 则 

 
1 1

2
1 1

,( ) : i i
i i

m m
v a a a A a A 

 
       

 2 ( ) : ,v a a a A a A    ≥ 

 2 1: 0,1, 1,v a a v   . (4) 

再由条件 

  1
1[ ]

, ,i j i v
i S j m i S
A A A A 

  

  





   ≥ ,  

可得: 

 
1

2
1

( ,) : i i
i Si

m
v a a a A a A 


     

 2 ,( ) : i
i S

v a a a A a A 


     ≥  

 2 1: 0,1, , 1 ,v a a v    (5) 

 
1

2
1

) : ,( i i
i Si

m
v a a a A a A 


     

 2 ',( ) : i
i S

v a a a A a A


     ≥  

 2 1: 0,1, , 1 .v a a v    (6) 

因为
21 2 m{ , , },B B B  是一个 2 2 2 2, ,( , )v K m  - 

DSS, 所以 

    
2

22
1

0\,jE j
j j m

vB B 


 
≤ ≤

≥ .  

由等式(4)、(5)、(6)和  
2

21
0\v

i

m

iB


 可知,  

 
2

1 1

, ,
11 1

,E i j i j
j j mi

m

i

m
D D  

 
  

≤ ≤
 

 1 2

,0 ,
1 1

,E i i j
i Si

m

j

m
D D 

 
    

 1 2

, ,0
1 1

,E i j i
i S

m m

i j
D D

 
   

 
2

1 1

2
11 1

: ,
m

i
j mi

m

ji
v a a b b a A

 
     

≤ ≤
 

, ,i j ja A b B b B       

 1 2

2
1 1

: ,i
i Si j

m m
v a a b a A

 
     

,i ja A b B    

 1 2

2
1 1

: ,i
i Si j

m m
v a a b a A

 
      

,i ja A b B  ≥  

 
2

2
1

: ,
j j m

v a a b b a A


    
≤ ≤

 

, ,j ja A b B b B       

  2 2,: =1, 2 1,i
i S

v a a b a A a A b v


       

2 ' 2: =1, 2,, , 1v a a b a A a A b v       

  2 2: =1, 2,, ,i
i S

v a a b a A a A b v


       

2 2: =1, 2,, , , 1v a a b a A a A b v     ≥  

  1 2 1 22 2\2 .v v v vv      

因 此 , 差 2 + ( 0)v a b b  都 在 ( )E  中 出 现 了

2 2   次, 从而可得一个 1 2 1 2 |, , , )( |v v K Smm  - 
DSS, 其中 1 2 2min{ ( 1), 2 }v     , 冗余为 

2( 1) | |i
i S

r k v A


   .  

接下来将利用定理 4 来得到一些渐近最优的

DSS. 在此之前, 需要以下 3 个引理.  
引理 3[4]  设 2 1 3(mod 4)p ef   是一个素数, 

则  (2 , ) (2 , ) (2 , )
0 2 2 2, , ,e p e p e p

eC C C  是一个完美且正则的

( , , , ( 1) / 2)p f e f e  -DSS. 
引理 4[17]  设 3(mod 4)p  是一个素数 , 则

(2, )
0

pC 是一个 DS  , ( 1) / 2, ( 3) / 4p p p  . 
引理 5[8]  设 g 和 v 是 2 个正整数, 则 

( \ () 2 )( \ )gv gv gv gvv gv g v        
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( )( \ {0})gvgv g v  . 
因 此 , 对 于 gv 上 的 t -CDP ( , , )gv K    

-10 1{ , , }, tB B B , 若中所有区组都不包含 gvv 中

的任意元素, 则称为 ( , , , )gv g K  循环相对差填

充(cyclic relative difference packing, CRDP), 记为

( , , , )gv g K  -CRDP. 若 
1

0
\

t

i gv gv
i
B v




   ,  

则称为划分型 ( , , , )gv g K  -CRDP. 
定理5  设 g 和 v 是 2 个正整数. 若 gv 上存在

一个区组数为 t 的划分型 ( , , , )gv g K  -CRDP, 则存

在一个 ( , , , 2 )gv K t gv g  -DSS. 
证明  设 0 1 1{ , , , }tA A A   是 gv 上的划分

型 ( , , , )gv g K  -CRDP, 由引理 5 可得 

 1

0
\ , ( ) \

t

i gv gv gv gv
i
A v H v




    ≤ . 

下面计算 ( )E  : 

   1

0
\( \) \) (E i gv g

t

v
i
A v




          

 ( 2 )) \( gv gvgv g v     ≥  

   ( ) \ {0} \ \gv gv gvgv g v v    ≥  

 ( 2 ) \gv gvgv g v      

 ( ) \ {0} .gvgv g v   

又因为 ( 2 ( )gv g gv g   ) , 所以可得 
是一个 ( , , , 2 )gv K t gv g  -DSS. 

引理 6[18]  设 v 的素因子分解为 1 2
1 2
t tp pv    

lt
lp , 其中 1, , lp p 是互不相同的素数. 设 1e  是

一个整数, 对每一个 , 1, ,i i l  都有 ( 1)ie p  , 则

存在一个划分型 ( ,1, , 1)v e e  -CRDP. 
引理 7[18]  设 v 的素因子分解为 1 2

1 2
t tp pv    

lt
lp , 其中 1, , lp p 是互不相同的素数. 设 1e  是

一个整数, 对每一个 ( 1, , )i i l  都有 ( 1)ie p  , 则

存在一个划分型 ( , , , )ev e e e -CRDP. 
定理 6  设 2 1 3(mod 4)p e f     和 1p ef 

为两个素数. 若 2e e 和 2f ≥ , 则存在一个渐近

最优 ,{ , , , , , , , 1) / 2} )( (p f f f fp f f e efe e f e         - 
DSS. 

证明  由引理 1 可知, 集族 0 1
( , ) ( , ), , ,e p e pC C   

( , )
1
e p
eC  是 一 个 划 分 0}\{p 的  , , , ( 1)p f e f e  - 

DSS. 由引理 3 知, 集族 (2 ', ') (2 ', ') (2 ', ')
2 ' 20 2, , ,e p e p e p
eC C C 

是一个  , , , ( 1) / 2p f e f e     -DSS 且满足 
(2 , ) (2, )1

0
0

i
e p pe

i
C C  




 .  

由引理 4 知,  

   (2, ) (2, ) )
0

,
0 0

(21, {0}
2

p p p
E

pC C C  
   


  

 1 3 3{0} {\ 0}
2 4 4p p

p p p
 

    
  ≥ ,  

取 | |S e , 可得 ( 3) / 4p  , 再应用定理 4 可构

造一个  ,{ , , , , , ,} ,p f f f f e ep f f e         -DSS, 
其 中 , min{ ( 1) / 2, ( 1) ( 1) / 2eff e f e f e          

1}f e   , 由 2e e 和 2f ≥ 可得 ( 1) / 2eff e    . 
由定理 4 可知, 此 DSS 的冗余为 r e ef f e f     . 则 

2 2

( 1) ( ')
(

(
1) 2

1)
( )

e eff e
e ef f e f

t n e e
r t
     

  








 

(2 1)( 1) 1
( )1

e f
e e

ef
e

    
 




 

( ) 1 11 1
( 1) 1
e e
e e e
e
e ef

     
 


        

 

21 1 11 1 .
2 1e f eef

              
 

显然当 ,e e   时 , 有 2,

( 1)lim 1
( 1)e e

t n
r t


 





. 即

所得 DSS 是渐近最优的.  

定理 7  设 2 1 3(mod 4)p ef   为一个素数. 
设 v 的素因子分解为 1 2

1 2
ltt t
lv p p p  , 其中 1, , lp p

是互不相同的素数. 设 1w  是一个整数, 对每一

个 ( 1, , )i i l  都有 ( 1)iw p  . 若 ( 1)efw f v  , 则

存 在 一 个 渐 近 最 优 的  ,{ , , , , , },fw fw fpv f   
( 1) / , ( 1) ( 1) / 2e v w e v f e    -DSS. 

证明  将定理 5 应用于引理 6 中的划分型

( ,1, , 1)v w w  -CRDP, 可得一个 ( , , ( 1) / ,v w v w v   

1)w  -DSS. 再由引理 3 知, 集族 (2 ,
0

)
2

) (2 ,, ,e p e pC C  

2 2
(2 , ), p
e
eC  是一个 ( , , , ( 1) / 2)p f e f e  -DSS 且满足 

(2 , ) (2,1

0
)

0

e p pe

i
i
C C




 .  

利用引理 4 可得: 

     (2, ) (2, )
0

, )
0 0

(21, 0
2

p p p
E C C Cp 

     

    1 3 30 0
2 4

\
4p p

p p p    ≥ .  
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取 | |S e 可得 ( 3) / 4p  . 再应用定理 4 可

构造得一个 ( ,{ , , , , , }, ( 1) / ,fw fw f f e v wp ev     
) -DSS, 其中 

 ( 1) ( 1) / 2min ,( 1)( 1) / 2 ,fev f v we        
由 ( 1)efw f v  可得 ( 1) ( 1) / 2v f e   . 由定理

4 可知, 此 DSS 的冗余为 r efv . 则 

2 2 2 2

( 1) ( 1) /
( 1) 2

t n e v w e
r t e f v
   

 


 

  ( 1) ( 1) 2 1
( 1) / 1

1v f e fe v
e v w e


 

 



 
 

( 1) /
( 1) / 1
e v w e
e v w e

 


  
 

2 2 2 2

( 1)( 1)(2 1) ( 1)( 1)
2 2

v e fe v v e
e fv e fv

       
 

 

( 1) /
( 1) / 1
e v w e
e v w e

 


  
 

21 1 1 1 11 1 1 1 .
2v e ef v e

                  
       

 

显然当 ,e v时, 有 2,

( 1)lim 1
( 1)e v

t n
r t








. 即所

得 DSS 是渐近最优的. 

定理 8  设 1p ef  为一个素数. 设 v 的素因

子分解为 1 2
1 2

ltt t
lv p p p  , 其中 1, , lp p 是互不相

同 的 素 数 . 设 1w  是 一 个 整 数 , 对 每 一 个 i  
( 1, , )i l  都有 ( 1)iw p  . 若 v e , 则存在一个渐

近 最 优 的 , , , , , }, ( 1)( (,{ 1),fw fw w wp vwv e    
( 3 ) )wv w fe -DSS. 

证明  将定理 5 应用于引理 7 中的划分型

( , , , )wv w w w -CRDP, 可 得 一 个 ( , , 1,wv w v wv   

3 )w -DSS. 再由引理 1 知, 集族  0 1
( , ) ( , ), , ,e p e pC C   

( , )
1e
e pC  是 0}\{p 上一个划分型  , , , ( 1)p f e f e  - 

DSS. 利用引理 5 可得 

( \ , \ )E wv wv wv wvw w      
( ){0} ( \ )wv wvwv w w    ≥ 
( ){0} ( 2 )( {0})\wvwv w wv w   ≥ 
( 2 ) .wvwv w   

取 | | 1S v  , 可得 2wv w   . 再应用定理 4
构造可得 , , , , , }, ( 1)( 1{ ),( , )fwv w fw w w v ep    - 
DSS, 其 中 , ( 3 ) ,n{ (i ( )m 2wv w fe wv w fe     

)}2f  , 由 v e 可得 ( 3 )wv w fe   . 由定理 4 可

知, 此 DSS 的冗余为 ( )( 1)r wv w fe   . 则 

 22

( 1) ( 1)( 1)( 3 )
( 1) ( )( 1)

t n v e wv w
r t wv w fe
    

 
  

 

( ( 1) 1)
( 1)( 1) 1
fe wv fe
v e

 


  
( 1)( 1)

( 1)( 1) 1
v e
v e

 


  
 

2 2

( 3 ) ( 1)
( ) ( 1)
wv w fewv fe
wv w fe

  
  

 

2 2

( 3 ) ( 1)( 1)
( ) ( 1) ( 1)( 1) 1

wv w fe v e
wv w fe v e

  
     

 

2 1 11 1 1
1 1 1v v fe

              
 

1 2 11 1 .
( )( 1) 1 1wv w fe v fe

           
 

显然当 ,e v时, 有 2,

( 1)lim 1
( 1)e v

t n
r t








, 即所

得 DSS 是渐近最优的. 
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New constructions of difference systems of sets 

SHEN Shuyu, BAO Jingjun 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, we study new constructions of difference systems of sets. Two direct constructions of 
difference systems of sets are presented using cyclotomic classes over finite fields, and a new recursive 
construction of difference systems of sets is established using Kronecker product, which can be viewed as a 
generalization of the known constructions. By applying these direct and recursive constructions, some infinite 
series of asymptotically optimal difference systems of sets can be constructed.  
Key words: difference system of sets; cyclotomic class; difference covering; code synchronization 
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