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(1+1)维的具有时间与空间色散的五阶方程 
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摘要: 研究了一个新的(1+1)维的具有时空色散可积五阶方程, 推广了方程的形式, 并探讨了色
散关系及其各自的系数情况. 利用简化 Hirota方法推导了方程的可积条件, 导出了多孤子解. 此
外, 利用指数型初始解构造方程的变换, 得出双线性方程, 继而利用 Hirota双线性导数法导出单
孤子解、双孤子解及 N 孤子解. 结合双线性方程给出了不同双线性交换算子的双线性 Bäcklund
变换, 继而导出不同条件下的双曲行波解、周期行波解等行波解. 
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近年来, 对非线性偏微分方程(NLNPDE)及其
解析行波解的研究不断深入 , 在反散射变换、
Hirota双线性方法、简化 Hirota方法、Bäcklund变
换、达布变换、Lax 对、黎曼-希尔伯特法、正弦
余弦法、KP 层次约简法、规范变换法、李对称法
等开发方面取得了重大进展[1-6]. 

Hirota 双线性方法[3]和简化 Hirota 方法[4]在处

理常系数方程方面有一定的启发性和独特性, 因
此在多个局部非线性波解中被广泛使用. 

有学者对具有不同时间和空间的各种可积系

统进行了研究. 如 Korteweg-de Vries(KdV)和修正
KdV 类型, 这是由一阶时间演化组成的 ut 的非 
线性模型 , 一般用来描述单向波传播 ; 再如
Boussinesq 方程, 这是包含二阶时间演化的 ttu 的
可积孤子模型, 一般用来阐述双方向传播的波. 

从文献[7-9]可知, 广义五阶 KdV方程为: 
2

3 5 0,t x x xx x xu u u u u uu u         

式中:  、 和  是任意参数; xu3 表示 u 的 3 阶
偏导, xu5 表示 u的 5阶偏导, 下文同. 

广义五阶 KdV方程有以下 4种形式: 
(1)Lax方程: 

2
3 530 20 10 0.t x x xx x xu u u u u uu u      

(2)Sawada-Kotera(SK)方程: 
2

3 55 5 5 0.t x x xx x xu u u u u uu u      
(3)Kaup-Kupershmidt方程: 

2
3 520 25 10 0.t x x xx x xu u u u u uu u      

(4)Ito方程: 
2

3 52 6 3 0.t x x xx x xu u u u u uu u      
文献[9]提出了 Boussinesq方程: 

2
4( ) 0,tt xx xx xu pu q u ru     

式中: p、q和 r是常数, 下标表示微分. 
然而, 目前对具有三阶时间演化 tttu 的非线性

模型研究很少, 因此有必要对这种非线性模型中
的可积性质和非线性波结构进行探讨. Schelte等[10]

探讨了没有二阶扩散的三阶色散时滞系统 ; 
Ashmead[11]主张时间色散与空间色散出现的基础

相同. 关于空间色散已有大量的研究成果, 但有关
时间色散的研究相对较少. Wazwaz[12]开发了一种

新的具有三阶时间色散的五阶非线性可积方程: 
4( ) 4( ) 0,ttt txxxx x t xx x xt xu u u u u u     (1) 

并利用简化Hirota方法推导了多个孤子解, 从而确
定了该方程的可积性. 
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Wazwaz[13]研究了一个新的广义五阶非线性可

积方程, 利用简化 Hirota 方法推导了方程完全可积

的条件, 并推导出多孤子解. 
( ) ( ) 0,ttt txxxx x t xx x xt xu u u u u u      

或 
( ) ( ) 0,ttt txxxx x t xx x xx tu u u u u u      

式中:  和 是参数.  
对于不同情况下 和  的广义方程, 分析其

可积性与孤子解. 
Wazwaz[14]提出了一个新的(3+1)维具有三阶

时空色散可积五阶方程, 并通过 Painlevé 分析证明

其可积. 同样地, 采用简化 Hirota 方法, 得到了多

孤子解. 
4( ) 4( )ttt txxxx x t xx x xt xu u u u u u     

( ) 0.x y z xxu u u      (2) 

在式(1)中加入了 xxxu 、 xxyu 和 xxzu 三个空间色

散项, 参数 、  和 是这些项的系数. 
Adeyemo 等[15]对式(2)进行了李群分析, 并利

用 Ibragimov 定理得到其守恒律. Singh 等[16]讨论了

式(2)在一定空间变化背景下的块状和孤子解. 目

前, 恒定背景下的非线性波研究已较为深入, 但可

变背景的研究较少. 近年来, 可变背景下局域非线

性波是从光学到流体动力学系统研究的重要工作

之一. 在非线性光学背景下, 不断变化的空间和时

间背景对孤子、呼吸子、怪波有一定影响[17]. 因此, 
关于式(2)在可变背景下的工作值得探讨.  

本文在 Singh 等[16]研究基础上, 对可控空间背

景影响下(1+1)维具有三阶时间色散的五阶可积孤

子模型进行了研究. 

1 一种新的广义五阶非线性方程 

(3+1)维的五阶方程(式(2))是描述具有高阶时

间色散的水波演化的非线性模型, 表征了不同空

间变化背景下的块状波和孤立波的动力学. 式(2)
适用于海洋物理学等非线性科学, 在海洋物理学

中具有重要应用. 作变换 ( ,u u x y z    , , )y z t
可消除变量 y 和 z, 因此(3+1)维的五阶方程(2)可视

为(1+1)维的方程. 故本文考虑一种新的(1+1)维具

有时间和空间广义五阶的非线性方程: 

1 2( ) ( )ttt txxxx x t xx x xt xu u A u u A u u     

0,xxxu   (3) 

式中:  A1 和 A2 是任意常数; 参数 是色散项系数. 
为推导式(3)的多孤子解, 利用简化的 Hirota

方法. 假设 

( ) ,, ,i
i i iu x t e k x w t     (4) 

将式(4)代入式(3), 得到如下色散关系: 
2 4 3( ) , 1,2, , .i i i iw w k k i N      

假设单孤子解[6]为: 

 ( , ) ln ( , ) ,xu x t R f x t  (5) 

将 式 (5) 代 入 式 (3), 其 中 单 孤 子 解 的 辅 助 函 数

( , )f x t 为: 
1 1( , ) 1 .k x w tf x t e    (6) 

为确定 R, 需要把式(6)代入式(3), 得到: 

1 2
.12

2
R

A A



  

针对不同情况 A1 和 A2, 会有以下几种类型: 
类型 I  对于 1 2A A , 有: 

 
1

( , ) l (
4 ,n , ) xu x t f x t
A

  (7) 

反过来, 能够得到单孤子解: 
1 1

1 1

1

1

4( , ) .
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e







 (8) 

单孤子奇异解为: 
1 1

1 1

1

1

4( , ) .
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e




 


  

对于双孤子解, 利用辅助函数: 
1 2 1 2 12( , ) 1 ,Af x t e e e         (9) 

将式(9)代入式(7), 继而代入式(3), 得到相位差为: 

12

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

( ) ( ) ,
( ) ( )

A k k k k w k w k
k

e
k k k w k w k

  


  
  

可得双孤子解为: 

1 2 1 2 12
1 2 1 2

1
( )4( , ) /Au x t k e k e k k e

A
      

     

1 2 1 2 12(1 )Ae e e       .  

同样操作, 可得三孤子解. 利用 
31 2 1 2 12( , ) 1 Af x t e e e e           

11 3 2 3 1 2 33 23 123 ,A A Ae e e              (10) 
将式(10)代入式(3), 得到: 
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123 13 2312 .A A AAe e e e   
利用式(10)和式(7)能够得到三孤子, 表明式(3)

是可积的, 且其有 N孤子解. 有趣的是, Wazwaz[14]

研究的 1 2 4A A  是一种特殊情况. 
类型 II  对于 1 20, 0A A  , 式(3)可约化为: 

2( ) 0,ttt txxxx x xt x xxxu u A u u u     (11) 

在这种情况下, 能够得到: 

 
2

( , ) l (
12 .n , ) xu x t f x t
A

  (12) 

反过来, 可以给出单孤子解: 
1 1

1 1

1

2

12( , ) ,
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e







 

然而, 单孤子奇异解为: 
1 1

1 1

1

2

12( , ) .
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e




 


 

对于双孤子解, 利用辅助函数: 
1 2 1 2 12( , ) 1 ,Af x t e e e         (13) 

将式(13)代入式(12), 再代入式(11), 发现得不到双
孤子解. 同样也得不到三孤子解及多孤子解. 因此, 
在 1 0,A  2 0A  情况下, 式(11)是不可积的. 

类型 III  如果 1 20, 0,A A   式(3)可约化为: 

1( ) 0ttt txxxx x t xx xxxu u A u u u    , 

在这种情况下, 能够得到: 

 
1

( , ) ln (
6

, ) xu x t f x t
A

 , 

单孤子解为: 
1 1

1 1

1

1

6( , )
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e







, 

能够得到单孤子奇异解: 
1 1

1 1

1

1

6( , )
(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A e




 


. 

值得注意的是, 不能得到双孤子解、三孤子解
及多孤子解, 这意味着在 1 20, 0A A  的情况下也

是不可积的. 
类型 IV  如果 1 2 1 2, , 0,A A A A   方程如式(3)

所示. 在这种情况下得到: 

 
1 2

12( , ) ln ( , )
2 xu x t f x t

A A



, 

这也给出了单孤子解: 

1 1

1 1

1

1 2

12( , )
(2 )(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A A e






 
, 

单孤子奇异解也容易得到: 
1 1

1 1

1

1 2

12( , )
(2 )(1 )

k x w t

k x w t
k eu x t

A A e




 

 
. 

同样, 这也不能得到双孤子解、三孤子解和多
孤子解, 意味着在 1 2 1 2, 0, 0A A A A   情况下也

是不可积的. 

2 孤子解 

本文利用Hirota双线性方法研究孤子解, 主要
包括单孤子解、双孤子解和三孤子解, 最后给出 N
孤子解的形式. 考虑式(3)在 1 2 4A A  情况下的

形式为: 
4( ) 4( )ttt txxxx x t xx x xt xu u u u u u     

0.xxxu   (14) 

为了能够得到双线性形式, 作如下变换: 
( , ) ( ),u x t u  x ct  .  

假设式(14)的变换形式为: 
 0( ) ln ( )u u f    , (15) 

则式(14)的双线性形式为: 
2 2

3 0.( 4 3 ) ( )c ff f f f ff f            
  

利用双线性导数相关性质: 
4 22( 4 3 ),x xxxx x xxx xxD f f ff f f f     
2 22( ),x xx xD f f ff f    

2( ),x y xy x yD D f f ff f f    

则式(14)可写成双线性导数方程: 
4 2( ) 0,cD D f f     (16) 

式中: 3;c    D是 Hirota双线性算子[3], 定义: 

( , ) ( , )
m

m n
x tD D P x t Q x t

x x
      

 

,( , ) ( , ) .
n

x x t tP x t Q x t
t t   
       

 

为了创建多孤子解, 用由 Hirota[3]设计的 N孤
子解的封闭表达式, 对于 Cole-Hopf 变换式(15)函
数 f 为: 

1 1

0,1

,
n n
j j j j l j l jlAf e   



     



≤  
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其中  的求和应取 0,1,j  1,2,j  的所有可能

的组合. 
当 1N  时 , 1 0,1 有 2 种 可 能 , 因 此

1 .1f e    
当 2N  时, 1 2, 0,1  , 因此有 4 种可能, 即

(0,0)、(0,1)、(1,0)和(1,1). 故: 
1 2 1 2 12 .1 Af e e e          

当 3N  时, 1 2 3, , 0,1   , 因此有 8 种可能, 
即(0,0,0)、(0,0,1)、(0,1,0)、(1,0,0)、(1,1,0)、(1,0,1)、
(0,1,1)和(1,1,1). 故: 

31 2 1 2 121 Af e e e e           

1 3 13 2 3 23 .A Ae e        

设 f 可以按照参数 展开成级数 
(1) (2) 2 ( )1 j jf f f f           (17) 

将式(17)代入式(16), 并比较  的同次幂系数

给出: 
(1) (1) 0cf f   , 

(2) (2) 4 2 (1) (1))2( ( ) ,cf f cD D f f          
(3) (3) 4 2 (1) (2)( ( ) ,)cf f cD D f f          

(4) (4) 4 2)2( ( )cf f cD D          
(1) (3) (2) (2)(2 ),f f f f    (18) 

2.1 单孤子解 
从式(18)第一个式子的形式, 可设 (1)f 为线性

指数函数解: 
1(1)

1 1 1,f e       , 

利用得到的 (1)f 代入式(18)第二个式子, 再结合双

线性导数性质得: 
(2) (2) 0.cf f    

如果此时取 (2) 0,f   那么利用式(18)第三个

式子, 得到: 
(3) (3) 0.cf f    

同样可得 (3) 0f  . 类似操作可以得出 (4)f   
(5) 0f   , 则当 1 时, 式(17)可约化为: 

1(1)1 1 ,f f e     

则单孤子解为: 
1

1

1
0 ,

1
eu u
e

 







1 1 1.      

2.2 双孤子解 
因式(18)第一个式子是线性微分方程, 所以其

有迭加形式解, 即 
1 2(1) , , 1,2,j j jf e e j           (19) 

将式(19)代入式(18)第二个式子, 可得: 
1 2(2) (2) 2

221 12( ) 6 ( ) ,cf f c e      
       

解得: 

1 2 12 12

2
(2) 1 2

1 2
.,A A k k

f e e
k k

   
    

   

从式(18)第三个式子和 (1)f 、 (2)f 可知: 
(3) (3) 0,cf f    

则双孤子解为: 
1 2 1 2 120 ln( ) ,1 Au u e e e        
   


 

式中: 

,j j j     12

2
1 2

1 2
1,2, .A k k

j e
k k
 

    
 

2.3 三孤子解 
同样利用 Hirota 方法, 计算出三孤子解为: 

31 2
0 ln(1u u e e e        

1 3 131 2 12 AAe e         
2 3 23 1 2 3 12 13 23 ,)A A A Ae e    



       
  

式中: 

,j j j      
2

, , , 1,2,3jl j lA

j l

k k
e j l j l

k k
 

     
且 . 

2.4 N孤子解 

1 1

0
0,1

n( ) ,l
n n
j j j j l j l jlAeu u
   

 

  



     
 ≤

 

式中: 
0,1

表示对于 0,1j  的所有可能的组合

求和. 

3 双线性 Bäcklund变换 

首先考虑一般方程的一个解 f : 
( , , ) 0t x yF D D D f f   

和相同的双线性方程的另一个解 g: 
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( , , ) 0.t x yF D D D g g   

如果 
2[ ( , , ) ]t x yQ F D D D g g f   

2[ ( , , ) ] 0t x yg F D D D f f  , 

则 f是第一个双线性方程的一个解, 当且仅当 g是
第二个双线性方程的一个解. 如果能从 0Q  中得

到一对双线性方程: 

1( , , ) 0,t x yF D D D g f   

2 ( , , ) 0,t x yF D D D g f   

其中对双线性中 f与 g交换位置, 即为 Bäcklund变
换. 

为寻找式(14)的双线性形式(式(16))的解 f和 g
之间的某些双线性 Bäcklund变换, 利用 Hirota[3]的

D算子的恒等交换, 获得双线性 Bäcklund变换. 考
虑以下形式: 

24 2( )Q fcD D g g      

24 2( ) .gcD D f f     (20) 

利用双线性算子的交换公式: 
2 2 2 2( ) ( )D g g f g D f f     

2 ( ) ( ),D D g f fg    

2 2( ) ( )y yD D g g f g D D f f     

2 ( ) ( ),yD D g f fg   

4 2 2 4( ) ( )D g g f g D f f     

32 ( ) ( )D D g f fg     

26 ( ) ( ).D D g f D g f      (21) 

选择不同的双线性算子交换公式, 可以得到
不同双线性 Bäcklund变换和孤子解, 分别为: 

情形 I  将式(21)代入式(20)可得: 
2 24 2 4 2( ) ( )Q f gcD D g g cD D f f               

2 24 4( ) ( )c D g g f g fD f       

2 2 2 2( ) ( )D Dg g f g f f       

32 ( ) ( )c D g f fgD     

26 ( ) ( )D g f g fD D      

2 ( ) ( )g f fgD D    

 32 ( 3 ) g fc cD D D         

 2( ) 6 ( )fg c g fD D D        

( )D g f ,  

则取 2(( ) ) ( ) 0,D D D g f D g f          可以得
到式(14)的双线性 Bäcklund变换为: 

0 [ln ,]u u f    

0 [ln ,]v v g    
3( ( 3 ) ) 0,cD c D g f      

2( ) 0,D D g f      (22) 

式中: v是式(14)的另一个解. 
事实上, 双线性 Bäcklund 变换本质上被定义

为一个方程组, 它连接了方程的两个解. 对于解u
和 v的双线性 Bäcklund 变换是一致的, 故在原则
上可以逐步构造出越来越复杂的方程式解. 

因此利用双线性 Bäcklund 变换, 能构造出在
具有初始函数 f和 g的任意空间背景下的解. 

行波解. 首先选取 1f  作为式(14)的解, 假设
g  1 ke  , 然后去解式(22), 能够得到: 

2 3ck c   , 
2( ) /k k   , 

式中: p和 q是实常数. 
因此, 式(22)的解为: 

1, 1 ,kf g e     

并且得出式(14)的行波解为: 

0 1

k

k
keu u

e
 









. (23) 

情形 II  将式(21)代入式(20), 并且假设 
2

1 ,D g f fg    

可推导出 
4 2 2( )Q cD D g g f       

4 2 2( )cD D f f g      
2 24 4( ) ( )c g g f g fD D f       

2 2 2 2( ) ( )D Dg g f g f f        

32 ( ) ( )c D g f fgD      
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26 ( ) ( )D DD g f g f       

2 ( ) ( )g f fgD D    
3

12 ( 3 ) ( ),c cD D DD g f fg          

得到式(14)的双线性 Bäcklund 变换为: 

 0 l ,nu u f    

 0 l ,nv v g    

3
1( 3 ) 0,cD cD D g f       

2
1( ) 0.D f g    (24) 

利用以上双线性 Bäcklund 变换方程, 可以得

到双曲行波解和周期行波解. 
双曲行波解. 首先选取 1f  作为式(14)的解, 

假设 1 1cosh( )g k r  , 然后解式(24), 得到: 

1 11, cosh( ),f g k r     

因此, 能够得到式(14)的双曲行波解为: 

0 0( , ) [ln ] /u x t u g u g g       

1 1 1
0

1 1

sinh( )
cosh( )

k k ru
k r


 





 

0 1 1 1tanh( ( ) ).u k k x ct r    (25) 

另 外 , 若 选 取 1f  作 为 式 (14) 的 解 , 假 设

1 1sinh( )g k r  , 然后去解式(24), 能够得到式(14)
的双曲行波解为: 

 0 1 1 1( , ) coth .( )u x t u k k x ct r     (26) 

周期行波解. 首先, 选取 1f  作为式(14)的解, 
假设 1 1cos( )g k r  , 然后去解式(24), 得到: 

1 11, cos( ),f g k r     

因此式(14)的周期行波解为: 

 0 1 1 1( , ) tan .( )u x t u k k x ct r     (27) 

另 外 , 若 选 取 1f  作 为 式 (14) 的 解 , 假 设

1 1sin( )g k r  , 然后去解式(24), 得到: 

1 11, sin( ),f g k r     

因此, 能够得到式(14)的周期行波解为: 

 0 1 1 1( , ) cot .( )u x t u k k x ct r     (28) 

事实上, 通过使用不同的初始种子解, 上述双

线性 Bäcklund 变换可以得到不同的行波解. 值得

注意的是, 上述内容的周期解、双曲解和行波解表

现出任意的背景 0u , 这也为潜在的波提供了富有

成效的动力结构. 

4 结论 

研究了一个新的(1+1)维的具有时空色散可积

五阶方程. 首先推广了方程的形式, 并探讨了式 
(3)在不同 A1 和 A2 情况下的可积性, 发现只有在

1 2A A 时方程可积, 利用简化 Hirota 方法给出了

单孤子解、双孤子解和三孤子解. 其次在可积情况

下, 利用 Hirota 双线性导数法推导了双线性方程

(式(16)), 并给出了单孤子解、双孤子解和 N 孤子

解. 再次利用双线性算子的不同交换公式, 得到了

式(14)的 2 个双线性 Bäcklund 变换, 基于上述变换

分别导出行波解(式(23))、双曲行波解(式(25)和式

(26))、周期行波解(式(27)和式(28)). 
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(1+1) dimensional fifth-order equations with temporal and spatial dispersion 

YANG Linyan, JI Yong 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, a new (1+1) dimensional equation with space-time dispersion integrable fifth-order 
equation is studied, the form of the equation is generalized, and the dispersion relationship and its respective 
coefficients are discussed. The integrable conditions of the equation are derived using the simplified Hirota 
method, and the multi-solution is also derived. In addition, the bilinear equation is obtained using the 
transformation of the exponential initial solution to construct the equation, and then the Hirota bilinear derivative 
method is used to derive the single solitary, double solitary and N solitary solution. The bilinear equation gives 
the bilinear Bäcklund transform of different bilinear exchange operators, and then the hyperbolic traveling wave 
solution and periodic traveling wave solution are derived under different conditions. 
Key words: Hirota method; solitary solution; bilinear Bäcklund transform; traveling wave solution; simplified 
Hirota method 
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