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一个圆环上全纯映射的 Nevanlinna理论第二基本定理 
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摘要: 为了建立圆环上的全纯映射和处于强  -次一般位置的超曲面交的第二基本定理, 采用了
Nochka权方法. 首先用Nochka权将关于所有超曲面的Weil函数用部分超曲面的Weil函数控制; 
然后将超曲面嵌入到高维射影空间中变成超平面, 并构造线性非退化全纯映射; 进而利用圆环
上关于超平面推广的 Cartan 第二基本定理, 给出圆环上代数非退化全纯映射和超曲面处于强  -
次一般位置的第二基本定理.  
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Nevanlinna 理论起源于对亚纯函数值分布的
研究. Nevanlinna[1]将经典的皮卡小定理进行推广, 
证明了现在所谓的第一和第二基本定理. Cartan[2] 

把Nevanlinna的结果推广到高维复射影空间, 建立
了线性非退化全纯曲线和处于一般位置的超平面

交的第二基本定理. Ahlfors[3]用几何方法给出了类

似结果. Carlson等[4]证明了高维等维情形全纯映射

的第二基本定理. Ru[5]给出了代数非退化全纯曲线

和处于一般位置的超曲面交情形的第二基本定理. 
定理 1[5]  设 V 是 ( )n 中维数为 ( 1)k≥ 的代

数子簇, 1, , qD D 是 ( )n 中的一簇超曲面, 记

jD 的次数为 jd (1 ).j q≤ ≤
 
 设 1, , qD D 在 V 中处

于一般位置(任意( 1k  )个超曲面与V相交为空集). 
若 : f V 是一个代数非退化全纯映射, 则对任
意 0> , 有: 
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1

( , ) ( 1 ) ( ),
q

j f j f
j

d m r D k T r



  ≤  

这里(以及后续)“||”表示上述不等式对除掉一个
Lebesgue测度有限的集合外的所有 r成立. 

圆环上亚纯函数 Nevanlinna 理论的发展起源
于研究复微分方程解增长性质的应用. Bieberbach[6]

系统定义了圆环上亚纯函数的Nevanlinna函数, 并
证明了许多圆环上亚纯函数的 Nevanlinna 理论结
果. 2015年, Phuong等[7]建立了圆环上的线性非退

化全纯映射和复射影空间中处于一般位置的超平

面交情形的第二基本定理. 2022年, Phuong等[8]把

文献[7]中的结果推广到代数非退化全纯映射和复
射影空间中处于一般位置的超曲面交情形.  

设 0 0,R   令 

0 0
0

1: | | | ,R z z R
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以下简记
0

: .R   
定理 2(文献[8]中定理 1.2)  设 1, , qD D 是

( )n 中一簇超曲面, 记 jD 的次数为 jd (1 j≤ ≤ 
).q  设 1, , qD D 在 ( )n 中处于一般位置 . 若
: ( )nf    是一个代数非退化全纯映射, 则对

任意 0  , 有: 
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Dethloff等[9]利用 Nochka权方法, 建立了代数
非退化全纯曲线和处于强  -次一般位置的超曲面
交的第二基本定理. 
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定义1(文献[9]中定义 1.1)  设V是 ( )n 中维

数为 ( 1)k≥ 的代数子簇, 1, , qD D 是 ( )n 中一

簇超曲面, 称 1, , qD D 是在 V 中处于强  -次一般

位置 ( 1)q k ≥ ≥ , 如果下列条件成立: 

(i)对任意
1 1{ , , } { , , },i i qD D D D 

 1




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kik
D V

 
的每个不可约分支的维数相同, 1 ≤ ≤ . 

(ii)对任意
1 1 1{ , , } { , , },i i qD D D D
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V  . 
定理3(文献[9]中定理 1.3)  设V是 ( )n 中维

数为 ( 1)k≥ 的代数子簇, 1, , qD D 是 ( )n 中的

一 簇 超 曲 面 , 记 jD 的 次 数 为 jd (1 ),j q≤ ≤  
1, , qD D 在 V 中处于强  -次一般位置 . 若 :f  

V 是一个代数非退化全纯映射 , 则对任意

0  , 有: 
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本文采用了 Nochka 权方法, 将文献[9]中复平

面上的结果推广到圆环上的情形. 
定理 4  设 V 是 ( )n 的维数为 ( 1)k≥ 的代数

子簇, 1, , qD D 是 ( )n 中的一簇超曲面, 记 jD
的次数为 jd (1 ),j q≤ ≤  设 1, , qD D 在 V 中处于

强  -次一般位置. 若 :f V 是一个代数非退化

全纯映射, 则对任意 0  , 有: 
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1 预备知识 

1.1 圆环上的 Nevanlinna函数 
下面给出圆环上 Nevanlinna 函数的定义. 设

0[ : : ]: ( )n
nf f f    是 一 个 全 纯 映 射 , 令

0( : : )  nf ff : +1n 是 f 的一个既约表示 , 

0 , , nf f 是在 中无公共零点的全纯函数. 
定义 2  对 01 r R , 定义 f 的特征函数: 

2π i

0

1( ) log || ( e ) || d
2πfT r r  f    

2π 1 i
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1 log || ( e ) || d
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r f   , 

其中: 0|| ( ) || max{| ( ) |, ,| ( ) |}nz f z f zf  . 
设 D是 ( )n 中 d 次超曲面, Q 是超曲面D 的

定义 d 次齐次多项式. 
定义 3  定义 f关于 D 的 Weil 函数: 

 
i

i
i

|| ( e ) || || ||log( e )
| ( )( e ) |

d

D
r Q

f r
Q r


f

f




 . 

定义 f 关于 D 的接近度函数: 

 
2π

i
0

d( , ) ( e ) 2πf Dm r D f r     

 
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记 
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1: | | 1 ,r z z
r

    
 

 ≤  

 2, :1 | |r z z r    , 

1, ( , )fn r D 为 ( )Q f 在 1,r 内零点的个数, 2, ( , )fn r D

为 ( )Q f 在 2,r 内零点的个数. 定义 f关于D的计数

函数: 

1

1 1, 2,
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( , ) ( , )
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N r D t t

t t
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定理5(文献[8]中定理1.1)  设D是 ( )n  中的

d 次超曲面, : ( )nf    是全纯映射, ( )f   
D , 则对任意 01 r R , 

( , ) ( , ) ( ) (1)  f f fm r D N r D dT r O . 

1.2 Chow权和 Hilbert权 
设 V 是 ( )n 的维数为 ( 1)k≥ 的代数子簇, 记

V 的次数 deg V . 
定义 4  关于 V 存在唯一一个多项式: 

0 00 0 0( , , ) ( , , ; ; , , ),V V n k knkF F u u u uu u     

0( , , ),i i inu uu  0, , ,i k   
称为 V 的 Chow 形式, 满足如下性质: 

(i) VF 是 iu 的 次齐次多项式. 
(ii) VF 在 00[ , , ]  knu u 中是不可约的. 
(iii)

00( , , ) 0 ,
kkVF V H H  u uu u    

其中: 
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设 VF 是 V 的 Chow 形式, t 是一个辅助变量, 
1

0( , , )   n
nc cc . 考虑分解: 

0 0
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其中: 0 00 0 0, , [ , , ; ; , , ],r n k knG G          且 
0 1 .re e e    定义 V 关于c的 Chow 权: 

0( ) :Ve ec . 
对 1

0 0) ,( , , n
na a  a  ≥  令 0

0 ,nan
ax xax   x  

0 )( , , nx x . 令 VI 为在 V 上为 0 的齐次多项式生成

的素理想, 0[ , , ]  mnx x 为关于 0 , , nx x 的m次齐

次多项式生成的向量空间, 记 

0( ) : [ , , ] .   V m m VnI x x I  

定义 V 的 Hilbert 函数: 
 0( ) : dim [ , , ] / ( ) .nV m V mH m x x I    

定义 V 关于c的第m个 Hilbert 权: 
( )

1

( , ) : max

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VH m

V i
i

S m c a c , 

其中: max 是对模 ( )V mI 剩余类构成 0[ , , ] /n mx x 
 

( )V mI 的基的所有单项式 ( )1 , ,
ii H mV

aa
x x 取最大. 

引理1(文献[10]中引理 5.1)  设Y是 1( ) q 的

一个 k 维代数子簇, deg Y . 设 1, , qy y 表示
1( ) q 中点坐标, 1( , , )  q

qc cc . 若存在一

个集合 0{ , , } {1, , }ki i q  使得: 

0
{ 0, , 0} ,

ki iY y y   
 
则 

0
( ) ( ) .

kY i ie c c c  ≥  

引理2(文献[11]中引理 4.5)  设Y是 1( ) q 的

一个 k 维子簇, deg Y . 设 m 是一个整数, 

1( , , )  q
qc cc , 则 
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( ) ( 1)Y
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
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2 定理 4的证明 

设 1, , qD D 是在 V 中处于强  -次一般位置的

超 曲 面 , jQ 是 jD 的 定 义 jd 次 齐 次 多 项 式 , 
1 j q≤ ≤ . 令 d 为 1, , qd d 的最小公倍数, 因为 

, ( , ),jf f j
j j

d dr Dm m r Dd d
 
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所以 
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等价于 
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dr Dm k T rdd

 
   

 
  ≤  (1) 

因为
/ jd d
jQ 为 d 次齐次多项式, 1 j q≤ ≤ . 于是仅

需考虑 jQ 均为 d 次齐次的情形. 为了证明定理 4, 
需要用到如下关于 Nochka 权的结果. 

引理 3(文献[9]中命题 2.5)  设 jD (1 )j q≤ ≤ , 
是在V中处于强  -次一般位置的超曲面, 则存在一

个函数 :{1, , } (0,1]q   (称为 Nochka 权)和一

个常数 1≥ (称为 Nochka 常数), 满足: 

(i) 1 2 11
1 1

k
k k
  
 
 ≤ ≤ ≤ . 

(ii) 0 ( ) 1j ≤ ≤ , {1, , }j q  . 

(iii)
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(iv) 1{ }qj jB D   且 # 1B ≤ , 有: 

{ | }
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jj D B

j d B

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其中: 
{ | }

( ) codim ( )

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j

j
j D B

d B V D . 

利用 Nochka 权, 将接近度函数拆分成两部分

分别估计. 
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其中第一个不等号用到了定理 5.  

考虑
1
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q
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j
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对任意 i 1,ez r r  

 

0R , 存在 {1, , } q 的一个重排列 { ( ,1), , ( , )},i z i z q
 

使得: 
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再由强  -次一般位置条件可得: 

 
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j f z
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所以 
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
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为了进一步估计, 我们需要用到如下结果. 
引理4(文献[9]中定理 2.7)  设V是 ( )n 中维

数为 ( 1)k≥ 的代数子簇, 1, , qD D 是在 V 中处于

强  - 次 一 般 位 置 的 超 曲 面 , 2 1,q k    

1, ,  qE E 且 1jE ≥ , 则 对 任 意 集 合 B   

1{ , , }qD D , # 1 B 且 ( ) 1,d B k   都存在一

个集合C B , # 1 C k , 使得: 

( )

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j

j
D C

V D 且 ( )

j i

j
j i

D B D C

E E
 
  ≤ , 

其中: ( ) j 是 jD 的 Nochka 权. 

令 ( ,1) ( , 1){ , , },i z i zB D D   # 1,B  由 1, , qD D

处于强  -次一般位置条件, 有 ( )d B  1k  . 令 

0( , ) ( , ){ , , } 
ki z j i z jC D D B , 

满足
0( , ) ( , )    

ki z j i z jV D D . 由引理 4, 令 
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所以, 由式(2)和式(3)得: 
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Of z
 

 


 , 

其中 :  { | :{0, , } {1, , }}    k q 是所有使得 

(0) ( )     kV D D 的映射 组成的集合. 
这样对每个固定的 z , 就通过对 Weil 函数

大小进行排序, 利用强  -次一般位置条件, 将关于

全部 Weil 函数的和用部分和来控制. 
下面将超曲面嵌入到高维射影空间中使其变

成超平面, 利用超平面情形的 Cartan 第二基本定

理得到所要的结果. 
因为 1, , qD D 在 V 中是处于强  -次一般位置

的, 所以 1, , qQ Q 在 V 中没有公共零点, 即 

1
 

q

j
j
D V . 

定义一个映射: 
1

1(( ) : : ( ): ,),q
qQ x Q xV x        

则 是一个有限态射. 
令 ( )Y V , 则 Y 是 1( ) q 的一个复射影子

簇且 dim Y k , deg : deg .kY d V ≤  设 m 是一个

正整数, ( ) 1 m Yn H m , 1 1  m
m q mq C , 再考虑

Veronese 嵌入: 
01: ( ) ( ), [ ], , ,qm mqq

m
 

aay y y       

其中: 0 , , qm
aay y 是 1, , qy y 的m次齐次单项式的

全体, 1 0( , , ) q
i iqi a a Z a  ≥ , 并记 1

1 . i iqi a a
qy yay  

令 
: ( ),mq

mG f       

001
1( ) ( )( ) ( )( ), ,qaa

qG z Q z Q z  f f   

,1 ,
1 .( )( ) ( )( )q q qm ma a

qQ z Q z f f  

设 mY 是 ( )mq 中包含 ( )G  的最小线性子簇, 

显然, 线性形式
0

| 0,
m

m

q

i i Y
i

c z



 

当且仅当 m 次齐次

多项式 

0

| 0


 i
mq

i Y
i

c ya .  

换言之, 存在一个同构: 

1 0 1 1[ , , ] / ( ) [ , , ] / ( ) ,   
m mq m Y m q Yy y I z z I  

[ ] [ ],i
iz

ay  
其中: YI 表示在Y上为 0 的齐次多项式生成的素理

想; ( )Y mI 表示在 Y 上为 0 的 m 次齐次多项式组成

的向量空间. 所以, 
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0 1 1dim [ , , ] / ( )
m mq Yz z I    

1dim [ , , ] / ( ) ( ),q m Y m Yy y I H m   

dim ( ) 1  m Y mY H m n .  
因为 mY 是 ( )mq 的 nm-维线性子空间, 因此

有 ( 1)mq  个线性形式 0 0, , [ , , ]  
m mq nL L w w 和

一个线性同构: 

0( ), , ( )( ) ,: ,m
m

n
qm m L LY          

其中: ( ) mn 且 ( ) i
iL y a , 0, , mi q  , 使得: 

1 : ( )mn
m m Y     , 1 ( )m m y    , 

1( ).qy    

令 1 : ( )mn
m mF f        , 

因为 f 是代数非退化全纯映射, 所以 F是线性非退

化全纯映射. 
取 1, ,( , , ) z zz qc cc , 其中 

 , .( )
jj z Dc f z   (4) 

由引理 1, 对任意  , 因为 

(0) ( ) ,kV D D     

所以,  

( ),
0

( ) .
k

Y
j z

j

e c

zc


≥  (5) 

取 {0, , },z mI q  # 1 ( )  z m YI n H m , 使得

{ | }i
zy i Ia 是 1[ , , ] / ( )  q m Y my y I 的 一 组 基 , 且

( , )


 
z

Y
i

z i z
I

S m c a c . 由引理 2, 对于 m , 

( ) ( , )( 1)
( )

Y Yz z

Y

e S mk
mH m

 
c c


≤
 

,1

( 1)(2 1) m x ,a i zi q

k k c
m

  
≤≤

 (6) 

所以, 由式(4)~(6)得: 

 
( )

0

1 ( , )( )
( )j z

k

D Y
Yj

k S mf z
mH m


 c


 ≤

 

,1

( 1)(2 1) m x ,a i zi q

k k c
m

  
≤≤

 (7) 

其中: 

( , )
z

z iY
i I

zS m


  c a c  

 
1

( )
j

z

q

ij D
i I j

a f z
 

   

1

1

1

|| ( ) || || ||log
| ( )( ) |

i

z

ad

i I

z Q
Q z

 
  
 

 f
f

  

|| ( ) || || ||
| ( )( ) |

iqad
q

q

z Q
Q z

 
 
 
 


f

f
 

1log
| ( )( ) |

z ii I L z

 F
 

( ) log || ( ) || (1)YdmH m z O m f

 

|| ||log
| ( )( ) |

z

i

ii I

L
L z

 F

 

( ) log || ( ) || (1) ,YdmH m z O mf  
所以, 

max
|| ||

( , ) log
| ( )( ) |

j
Y

jj J
z J

L
S m

L z

c
F

≤
 

( ) log || ( ) || (1)YdmH m z O m f   

  ( 1) log || (ma ) ||( )x
jL mJ

j J

n zF z


   F
 

( ) log || ( ) || (1) ,YdmH m z O mf  (8)
 其中: {0, , },mJ q   使得 # 1 mJ n 且 ,jL j J

是线性无关的. 所以由式(7)和式(8)可得:  

 ( )
0

1( )
( )

max
k

D j
Yj

kf z
mH m




 

 ≤  

  ( 1)max log || ( ) ||( )
jL m

JJ j

n zF z


     
 F  

,1

( 1)(2 1) max 1(1)
( )i zi q Y

k k kc O
m mH m

  
 


≤≤

≤  

  ( 1)max log || ( ) ||( )
jL m

j JJ
n zF z



     
 F  

( 1)log || ( ) ||d k z f  

,
1

( 1)(2 1) (1)
q

i z
i

k k c O
m 

 
 , 

所以,  

 
2π

i
0

1

d 1( ) ( e ) 2π ( )j

q

D
Yj

kj f r mH m


    ≤  

 2π i

0
( e )max

jL
j J

J
F r



   


  

i d( 1) log || ( e ) ||
2πmn r

  
F    
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2π i

0

d( 1) log || ( e ) ||
2π

d k r  f  

 

 
2π

i
0

( 1)(2 1) d
( e ) 2πD

k k
f rm

 
    

(1)O , (9) 

同理, 1 iez r   , 01 r R ,  

 
2π

1 i
0

1

d 1( ) ( e ) 2π ( )j

q

D
Yj

kj f r mH m





    ≤  

 
2π

1 i
0

( e )max
j

j
J L

J
F r



 


   

1 i d( 1)log || ( e ) ||
2πmn r   

F    

2π 1 i

0

d( 1) log || ( e ) ||
2π

d k r  f    

 
2π

1 i
0

( 1)(2 1) d
( e ) 2πD

k k
f rm

 
  

 
(1),O  (10) 

式(9)和式(10)相加得: 

1

1( ) ( , )
( )

q

f j
Yj

kj m r D
mH m


 ≤  

 
2π

i
0

d
( e )

2π
max

jL
j JJ

F r


 


    

 
2π

1 i
0

d
( e )

2
max

πj
JJ L

j
F r







    

( 1)( 1) ( ) ( 1) ( )
( )
m

F f
Y

k n T r d k T r
mH m
 

    

1

( 1)(2 1) ( , ) (1)
q

f j
j

k k m r D O
m 

 
 ≤  

 
2π

i
0

max d1 ( e )
2π( ) jL

jJ JY

k F r
mH m 

 


    

 
2π

1 i
0

d
( em x )

2π
a

jL
j JJ

F r






    

( 1)(2 1) ( ) (1).f
k k q dT r O

m
 


  

最后, 需要用到圆环上的 Cartan 超平面第二

基本定理. 
引理 5(文献[8]中引理 2.2)  设 0[ : : ] :nf f f   

( )n   是线性非退化全纯映射, 0( : : )  nf ff
是 f 的一个既约表示, 0 , , nf f 是在  中无公共

零点的全纯函数. 1, , qH H 是 ( )n 中的任意超

平面 . 设 ,1jL j q≤ ≤ , 是 1, , qH H 的线性形式 , 

则对任意 0  , 有: 
i2π

i0

|| ( e ) |||| || d|| max log
2π| ( e ) |

j

K jj K

r L
L r


f

f




  

1 i2π

1 i0

|| ( e ) |||| || dmax log
2π| ( e ) |

j

K jj K

r L
L r







f
f




 ≤  

( 1 ) ( ),fn T r    

其中: max 表示对所有使得 ( )jL j K 线性无关的

集合 {1, , }, # 1K q K n   取最大. 

对 全 纯 映 射 : ( )mnF    和 线 性 形 式 jL , 

0 mj q≤ ≤ , 运用引理 5, 令 1  有: 

 
2π

i
0

d|| ( e ) 2π
max

jL
j J

J
F r



  
  

 
2π

1 i
0

d
( e ) 2

ma
π

x
jL

j J
J

F r

  

 ≤ 

( 2) ( )m Fn T r , 
那么 

1

( ) ( , )
q

f j
j

j m r D

 ≤ 

( 1) ( ) ( 1) ( )
( ) F f

Y

k T r d k T r
mH m


    

( 1)(2 1) ( ) (1)f
k k q dT r O

m
 


 , 

对 0  , 令 m 足够大, 使得: 

1 ( 1)(2 1),
( ) 3 3

  
 

  
 

Y

k k k q
H m m

, 

其中: 1≥ 为 Nochka 常数, 则 

1

( ) ( , )
q

f j
j

j m r D

 ≤ 

( ) ( 1) ( ) ( ) .
3 3F f f

dT r d k T r dT r C
m

   
 
 

 

又因为 ( ) ( )F fT r dmT r≤ , 所以令 r足够大, 使

得 ( )
3 f
dC T r   

 



, 得到: 

1

|| ( ) ( , ) ( 1 / ) ( ).
q

f j f
j

j m r D d k T r


   ≤  (11) 

由定理 5 及式(1)和式(11)得: 

1 1

|| ( , ) ( ) ( ) ( )
q q

f j f f
j j

m r D qdT r j dT r
 

   ≤  
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1

( ) ( , )
q

f j
j

j m r D

 ≤  

1

( ) ( ) ( )
q

f f
j

qdT r j dT r


    

( 1) ( ) ( )f fk dT r dT r     

1

( ) 1 ( )
q

f
j

j kq dT r


  
     

    
   

(2 1 ) ( ),fk dT r     

即 

1

|| ( , ) (21 1 ) ( ).
q

f j f
j

m r D k T r
d

    ≤  
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A second main theorem of Nevanlinna theory for 
holomorphic mappings on annuli 

GAO Yuhui, YU Guangsheng 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: To establish a second main theorem for holomorphic mappings on annuli intersecting hypersurfaces in 
strong  -subgeneral position, the Nochka weight is employed. First, the sum of Weil functions of all 
hypersurfaces are controlled by the sum of partial hypersurfaces with Nochka weights. Then, the hypersurfaces 
are embedded into a high-dimensional projective space to be hyperplanes, and a linearly non-degenerate 
holomorphic mapping is constructed. Finally, a second main theorem is established for algebraically 
non-degenerate holomorphic mappings on the annuli intersecting hypersurfaces in strong  -subgeneral position 
by the generalized form of Cartan’s second main theorem. 
Key words: Nevanlinna theory; strong  -subgeneral position; second main theorem; Nochka weight 
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