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关于非线性热力学形式大偏差的一些结果 
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摘要: 拓扑压在遍历理论、动力系统、维数理论和平衡态理论中作用重大. 经典的热力学形式, 即
势函数是可加的, 无论在确定性系统还是在随机系统中都已有许多重要的理论结果和广泛应用. 
Buzzi、Kloeckner和 Leplaideur定义了动力系统的非线性热力学形式, 并采用了凸分析方法对其
展开研究. 本文研究了关于非线性热力学形式大偏差的一些结果. 
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20世纪 70年代, Sinai[1]、Ruelle[2]和 Bowen[3]

在栅格系统统计力学的启发下发展了一种热力学

方法来研究动力系统. 2019年, Leplaideur等[4]将该

方法应用于 Curie-Weiss Mean-field理论, 对全位移
引入了一种新的热力学形式 . 受此启发 , 最近
Buzzi 等[5]定义了非线性热力学形式. 设 ( , , )X T d
是拓扑动力系统(其中 ( , )X d 是紧致度量空间, T是
X 上连续自映射 ). 分别记 ( )X 、 ( )T X 和

e ( )T X 为 X上所有 Borel测度的集合、所有 T不
变的 Borel 测度的集合和所有 T 不变遍历的 Borel
测度的集合. 记 ( ) { :C X f f X 为连续函数}. 

( )X 上的弱拓扑是指使所有映射 

( ) : d , ( )X f f C X      

都是连续的最弱拓扑. 称一连续函数 : ( )X    
为能量. 定义测度 ( )X  的非线性拓扑压为

其熵和能量的总和, 即 
( , ) ( ) ( ).T h T  

    

记 ( , [0,1]) { : [0,1] },C X f f X  为连续 数 函

对 , ( )X   , 定义 ( )X 上的一个度量  . 
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其中 1{ }k kf ≥ 是 ( , [0,1])C X 的一个可数稠密子集 , 
则该度量与 ( )X 上弱拓扑兼容. 为简便起见, 
在 X上使用与原度量等价的一个度量并仍记为 d. 

( , ) ( , ),x yd x y      
其中 x 和 y 为点测度. 

一个集合 F X 被称为 ( , )X T 的 ( , )n  分离集, 
如果对不同的 ,x y F , 都有 ( , )nd x y   , 其中 

 0 1( , ) max ( ), ( )i i
n i nd x y d T x T y ≤≤  

称X上Bowen度量. 一个集合 E X 被称为 ( , )X T
的 ( , )n  生成集, 如果对 ,x X   存在 y E 使得

( , ) .nd x y   给定 x X 和 n , 定义经验测度为: 
1
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Buzzi等[5]定义非线性剖分函数为: 

 ( , ) sup exp ( ) ,n
x

F x F

n n e


     

其中上确界取遍所有的 ( , )n  分离集.  
非线性拓扑压定义为: 

top 0
( ) lim limsup(1 / ) log ( , ).

n
T n n

 
 


 �  

基于针对遍历测度适当的假设, 建立下述变
分原理: 
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
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动力系统中的一个重要概念是物理测度. 在

考虑X上自映射 T生成的离散时间动力系统时, 设

m是X上的参照测度, 设 :X 可测. 假设 (1/ )n   
1

1

n i
i

T

  m-几乎处处收敛到某个常数 (其中

( )iT x  表示 ( ( ))iT x ). Young[6]研究了该时间

均值的收敛速度, 准确地说, 设 0 表示可接受

的误差范围, 令 
1
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i
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则当m 时 0.nmB   文献[6]的目的在于确定

是否存在 α, 使得 n
nmB e  . 大偏差理论旨在为经

验均值远离 的概率提供指数界. 早前, 对于各种

随机过程 Ellis[7]、Stroock[8]和 Varadhan[9]已经成功

地处理了大偏差问题, 在动力系统, 一般不期望得

到合适的显式速率函数, 特别是当轨道没有良好

的统计性质时. 然而, 可以考虑指数是如何与系统

的 动 力 学 特 性 相 关 , 以 及 何时 期 望 指 数 收 敛 . 
Young[6]证明了紧度量空间上连续映射的一些大偏

差估计, 并将其应用于微分动力学以 Lebesgue 测

度为参考测度的吸引子、微分动力系统中逃逸速 
率问题、符号空间等. 之后大偏差理论得到充分发

展[10-14]. 2023 年, Peletier 等[15]研究了一维布朗硬棒

系统的大偏差理论, 解释了多物种相互作用的粒

子系统的连续体模型的选择问题. Franco 等[16]研究

了一维对称简单排斥过程中经验测度的一个大偏

差原理. 本文给出了非线性热力学形式大偏差的

一些结果. 

1 主要结果 

设 ( , )X d 是紧致度量空间, T 是 X 上连续自

映射. 对一连续函数 : ( )X �  , 集合 E  
和 ( )m X (不要求必须是T 不变的), 记 

( , ) limsup(1 / ) log
n

R E n m


   

  : ( ) ,n
xx X e E   

( , ) liminf (1/ )log
n

R E n m


   

  : ( ) ,n
xx X e E   

对 ( )T X  , 定义关于 的 Brin 等[17]的点态测

度熵为: 

 
0

1( , ) lim limsup log ( , ) ,m n
n

h T x m B x
n 

 


  

( ; ) esssup  ( , ).m mh T h f x    
特别地, 若 m 为 T 不变测度, 由文献[17]知: 

( , )d ( )m mh T x m h T . 

记 ( ( ))C X 为 ( )X 上所有实值连续函数构

成的空间, 定义 

  ( ) : 0, >0,C X C         

使对 , 0,x X n   ≥  

   ( , ) exp ,( )nn xm B x C n e ≤   

  ( ) : >0C X      和 = ( ), C C   

使对 , 0,x X n   ≥  

   ( , ) exp ,( )nn xm B x C n e ≥   

称动力系统 ( , )X T 具有碎轨性质, 如果对任意的

0 , 存在一个正整数 ( )g  使得对任意的 1k≥ ,
任 意 的 点 1, , ,kx x X  任 意 的 正 整 数 序 列

1, , kn n 以及 1, , ( )kp p g ≥ , 存在点 y X 使得: 
1( , ) , 0 < ,1 ,jm i i

j jd T y f x i n j k   ≤ ≤ ≤  

其中
1
( ), 1, , ,

l
l i ii

m n p l k


     且 0 0.m   此时称点

y 以时间间隔 1, , kp p  -跟踪了轨道段 1 1[ , , ,x Tx   
1 21 1

1 2 2 2], [ , , , ], ,n nT x x Tx T x   1[ , , , ].kn
k k kx Tx T x  

定理 1  假设 top ( )h T   , 则对任意的   
( ( ))C X , c , 以下结论成立: 

 ,( , )R c  ≥  

 esup ( ) ( ; ) : ( ), ( ) .m Th T h T X c        

对   , 有: 

 ,[ , )R c  ≤ 

 sup ( ) ( ) : ( ), ( ) .Th T X c       ≥  

假设 f 满足碎轨性质, 则对任意的   , 

 , ( , )R c  ≥  

 sup ( ) ( ) : ( ), ( ) .Th T X c         

2 预备知识 

首先介绍一些动力系统的基础知识及需要用

到的相关定理. 



 
50 宁波大学学报（理工版） 2024  

 

定义 1  设 ( , , )X m 为概率空间, :T X X
为映射(变换). 

(1)称 T 是可测的, 如果 1T    ; 
(2)称 T 是保测的, 如果 T 可测, 且 

1( ) ( )m T B m B  , B �. 
定义 2  设 ( , , )X m 为概率空间, 称保测变换

:T X X 是遍历的, 如果满足 1T B B  的可测集

B的测度只能取 0 或 1, 此时称 m 为 T 的遍历

测度. 
下面介绍引理, 该引理由 Birkhoff 证明(详见

文献[18]), 是遍历理论的基本定理. 
引理 1  设 :T X X 为概率空间 ( , , )X m 的

一个保测映射, 1( )f L m , 则 

(1)序列
1

0

1 ( )
n

i

i

f T x
n




 几乎处处收敛于一个函数

* 1( ) ( )f x L m , 即 
1

*

0

1lim ( ) ( ), -a.e. .
n

i

n
i

f T x f x m x X
n






   

(2) * *( ) ( ), -a.e. ,f T x f x m x X   且 
*d d .f m f m   

设 :T X X 为概率空间 ( , , )X m 一个保测

的且遍历的映射, 1( )f L m , 则 
1

0

1lim ( ) d , -a.e. .
n

i

n
i

f T x f m m x X
n






    

引理 2(遍历分解定理)[18]  对 ( )T X , 在

紧度量空间 ( )T X 的 Borel 子集中存在一个唯一

的测度 , 使 e( ( )) 1,T X    且对 ( )f C X  有: 

 e ( )
( ) ( ) ( ) (d d d) ( ),

TX x X
f x x f x m x x   


 

和 

e ( )
d( ) ( ) ( ).

T
mX

h T h T m  


 

此外, 需要用到以下引理, 即 Katok 熵公式. 
引理 3(Katok 熵公式)[19]  对 e ( )T X  以及

任意的 0 , 

0

ln ( , , )( ) lim lim
n

N nh T
n 

 
 

   

0

ln ( , , )lim lim ,
n

N n
n 




   

其中 ( , , )N n   表示覆盖一个 测度大于1 的

Borel 可测集的 ( , )n  球的最小个数. 

3 定理 1的证明 

(1) 选取 e ( )T X  满足 ( ) c  , 并记 

 : ( )nn xE x X e c   . 

假 设 ( ; ) ,mh f    反 之 则 无需 证 明 , 因 为

top( ) ( ) .h T h T   ≤  只需证明 

1liminf log ( ) ( ) ( ; ).n mn
m E h T h T

n
 ≥  (2) 

令 (1 / 2)( ( ) )c    , 并选取 0 0,  使得: 

1 2 0 1 2( , ) ( ) ( ) ,             

若存在 x X , 有 ( )nxe c   , 则 0( , ) .n nB x E   

设 0 是任意小的数. 记 ( , , )N n b  为生成一

个 测度大于等于 b 集合的 ( , )n  生成集的最小个

数. 利用 Katok 熵公式, 选取 1 0(0, ),   使得对任

意的 1,   有: 

1 1liminf log ( ) ., 4 ,
2n

N h Tn
n

   
    ≥  

由 ( ; )mh T  的定义, 可选取 2 1(0, )  , 使得: 

1: limsup log
n

x X m
n

   


  

  2
2

( , ) ( ; )
3n mB x h T   ≤ . (3) 

根据 Birkhoof 遍历定理, 当 n时对 几乎

处处 ,x X  ,n
xe   则由式(3)和 Egoroff 定理, 可

选取一个集合 X  满足 ( ) 1 / 2 ≥ 和 0 ,N   
使得对任意的 x和任意的 0 ,n N  有: 

 2( ) , ( , )n
x ne c m B x    ≥  

  exp ( ; ) 2 .mh T n    

对每个 0n N , 设 nF   是一个极大 2( ,2 )n 
分 离 集 , 则 2( , 4 ),

nx F nB x    所 以 # nF ≥  

2( ,4 ,1 / 2),N n   其中 # nF 为 nF 的基数, 且对不同

的 1 2, nx x F 有 1 2 2 2( , ) ( , )n nB x B x   . 因此 
1 1liminf log ( ) liminfnn n

m E
n n 

≥  

 2
1log ( , ) liminf

n

n n
x F

m B x
n



  ≥  

  log # exp ( ; ) 2n mF h T n    ≥  



 
第 5 期 高银辉, 等: 关于非线性热力学形式大偏差的一些结果 51  

 

( ) ( ; ) 3 .mh T h T     

由 的任意性可得式(2). 
(2) 证明思想来源于文献[5]中变分原理, 即式

(1)的证明. 令 { : ( ) }n
n xE x X e c   ≥ ,   , 将

构造  ( )T X  满足 ( ) c  ≥ 和 


 1( ) ( ) limsup log ( ).n

n
h T m E

n
  ≥  (4) 

由   可知, 存在 0C  和 0 , 使得对

任意 x X 和任意 0n≥ , 

   ( , ) exp ( ) .n
n xm B x C n e ≤  (5) 

对每个 n , 设 n nF E 是具有最大基数的 ( , )n 
分离集. 

令 (0,1) , 由  一致连续性知, 存在 0,  
使得: 

( , ) ( ) ( ) .             
选取 1, , ( )N X   , 使得: 

1
( ) ( , )

N
ii

X B


   , 

其 中 ( , ) { ( ) : ( , ) }.B X          令 1V   

1( , ),B    对每个1 i N ≤ , 令 

( , ) \ ( , )i i jj i
V B B


     ,  

则 1 2{ , , , }NV V V 是 ( )X 的一个剖分, 其中  和

N 都只和 有关.  

令 , { : },n
n i n x iF x F e V    则 ,1

.n n ii N
F F ≤≤

注意到 ( )nxe c ≥ 对所有的 nx F 都成立, 因此可

以假设 ( ) ,i c   1 .i N≤ ≤  根据文献[5]中的引理

2.7 和 2.8, 存在 i 使得如果定义 

,

1 exp ( ) ,
exp ( )

n i

n

n n
n x xn

x Fx
x F

n e e
n e






     


� 


 

且假设当 n时  ( )n T X   , 则 


( ) ( )h T   ≥  

log exp ( )

limsup 5n

n
x

x F

n

n e

n




  


 

. 

进一步, 因为 n 是测度 ,{ : }n
x n ie x F 的凸组

合, 易得: 

( ) ( ) .n i c          

由  的连续性和 的任意性可得: 




log exp ( )

( ) ( ) limsup n

n
x

x F

n

n e

h T
n





  
 


 



 ≥  

5 , ( ) .c   ≥  (6) 

由式(5)可得: 

 log ( , )
log ( ) n

n
x Fn

m B x
m E
n n


 

≤ ≤  

log log exp ( )
n

n
x

x F

C n e

n


    

, 

令 ,n  结合式(6)并注意到 ( , ),
n

n nx F
E B x


 

即可得到式(4). 

(3) 固 定   和 ( )T X  满 足 ( ) .c   

设 { : ( ) }.n
n xE x X e c    只需证明对任意给定的

0 , 有: 

log ( )liminf ( ) ( ) 3 .n
n

m E h T
n

   ≥  

对固定的 0 和 (0, ( ( ) ) / 4)c    , 由 和

 的连续性可选取 0 0 , 使得: 

1 2 0 1 2( , ) ( ) ( ) ,m m m m         

1 2( ) ( ) .m m     

根据遍历分解定理, 存在 

1

( )
k

i i T
i

a X


    , 满足: 

( ) ( ) ,h T h T     

其中
1

1,
k

i
i

a


 0ia  且 e ( )i T X  . 

记[ ]x 为 x的整数部分, 利用 的一致连续性、

Katok 熵公式、Birkhoff 遍历定理和 Egoroff 定理, 可

选取足够小的 0(0, /16)  和足够大的 N, 使得以

下性质成立: 
(i)对每个 n N≥ 和1 ,i k≤ ≤  

1 2

[ ]
[ ] [ ] [ ]

i
i

k

a n a
a n a n a n


  

足够小, 使得: 

1 21 1

[ ] , .
[ ] [ ] [ ]

k k
i

i i i
ki i

a n a
a n a n a n 

 
     

 
     (7) 

(ii)对每个 ,n N≥  0ˆ(2( 1) ( )) / / 4,k g n    其

中
1

ˆ ( 1) ( ) [ ],
k

ii
n k g a n


    g 是碎轨性质定义
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中的函数. 

(iii)对每个 n N≥ 和1 ,i k≤ ≤  存在至少 

  exp ( )
iia n h T   个点 ,1 ,, , ,

ii i nx x  

   exp ( )
ii in a n h T  ≥  

是 ([ ],4 )ia n  分离的, 且 

,

[ ]( , ) ,   1 ,  1 .i
i j

a n
i ixe i k j n    ≤ ≤ ≤ ≤  (8) 

因为 ( , )X T 有碎轨性质, 对任意的1 i ij n≤ ≤ , 

1 i k≤ ≤ , k 元组 1( , , )kj j , 存在
1

,
kj jy y X 

使 得 y 以 时 间 间 隔 ( )g  ε- 跟 踪 轨 道 段
1

1 1

[ ] 1
1, 1,[ , , ],a n
j jx T x 2

2 2

[ ] 1
2, 2,[ , , ], ,a n
j jx T x  ,[ , ,

kk jx   
[ ] 1

, ]k
k

a n
k jT x . 

定理 2  集合 F 是 ˆ( ,2 )n  分离的, 因此对不同

的 ,y y F 有 ˆ ˆ( , ) ( , )n nB y B y    , 进而 #F≥  
ˆexp( ( ( ) ))n h T   . 

证明  对任意不同的
1 1

, ,
k k

j j j j
y y y y F 

   
 

可假设 1 1 ,j j   则
1 1[ ] 1,( , ) ,a n jd y x   

1 1
[ ] 1,

( , )a n j
d y x    

,  而
1 1 1

[ ] 1, 1,
( , ) 4 ,a n j j

d x x    因 此
1[ ]( , ) 2 ,a nd y y    

进而 ˆ ( , ) 2nd y y   . 
对每个

1 kj jy y F  估计 ˆ( , ).n
ye   记 1 ,y y  

且对 2 ,i k≤ ≤  记 1 1[ ] [ ] ( 1) ( ) ( ),ia n a n i g
iy T y       对

任意的 ( ,[0,1])X , 
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y
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1 2( 1) ( ) [ ] [ ] [ ]1
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其中 sup ( )
x X

x


  . 由此可得: 
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ˆ 0
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i
i

a nk
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y
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a n e
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 
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
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因为 y -跟踪
1
, ,

kj jx x 的轨道段, 易得: 
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1 21

[ ]
,

[ ] [ ] [ ]

i
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a n e
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由式(8), 
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由式(7), 

1 21 1
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 
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
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最后, 注意到 01
( , ) / 2

k
i ii
a


    , 结合之

前的估计可得: 

ˆ 0 0
0( , ) 3 .

4 2
n
ye    

 
     

根据 0 的选取, 可得如下结论: 对任意 ,y F  
(i) ˆ( ) ( ) .n

ye      

(ii)对任意的 ˆ ( , )nz B y  , 易证 
ˆ ˆ ˆ 0 0

0( , ) ( , ) 4 ,
4 2

n n n
z z ye e e  

          

因此, ˆ( ) ( )n
ze      , 且 ˆ ˆ( , )n nB y E  . 

现在可以完成证明, 注意到   , 对任意

,x X  1n≥ 和 足 够 小 的  都 有 ( ( , ))nm B x  ≥ 
( )exp( ( ))n

xC n e  成立, 因此可得: 

ˆˆ
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ˆ
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n
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     ≥  

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) 2n
yh T e h T       ≥ ≥ 

( ) ( ) 3 .h T      
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Some results on large deviation for nonlinear thermodynamic formalism 

GAO Yinhui, JI Yong 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Topological pressure plays an important role in ergodic theory, dynamical system, dimensional theory 
and equilibrium states theory. The classical thermodynamical formalism, i.e. the case where the potential 
function is additive, has many important theoretical results and wide applications, both in deterministic systems 
and random systems. Buzzi, Kloeckner and Leplaideur defined nonlinear thermodynamical formalism of 
dynamical systems, and analyzed this nonlinear thermodynamics using suitable convex analysis. In this paper, 
we give some results concerning large deviation for nonlinear thermodynamical formalism. 
Key words: nonlinear thermodynamic formalism; large deviation; specification property; dynamical system 
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