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经典和量子可积系统若干前沿问题 

楼森岳 
（宁波大学 物理科学与技术学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 对经典和量子可积性的前沿研究方面提出一些有意义的探索问题: (1)玻色(对易)可积系

统、费米(反对易)可积系统、任意子(q 对易)可积系统及其混合系统的相关问题; (2)量子可积性的

算子变换理论; (3)线性量子薛定谔方程的无限自由度引起的有限自由度不可积性; (4)与潘勒韦

类型的非解析种子解对应的达布变换和反散射理论; (5)非局域对称和局域对称的一般对偶理论; 
(6)从互反变换推广理论引入的高维可积系统的求解; (7)如何从达布变换、反散射方法、黎曼-希

尔伯特方法等传统可积系统理论中获得多线性分离变量解; (8)如何用传统方法推导超可积、超对

称可积、任可积和任对称可积系统的玻色化方法的严格解; (9)对称性可求解可积系统多波解的猜

想; (10)对称性求解完全可积和部分可积系统的一般猜想; (11)从 1+1 维双线性可积系统推广到高

维可积系统、离散可积系统、超对称可积系统和任对称可积系统的猜想.  
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0 引论 

自人类开启灵智以来, 数的发展起着非常奇

妙的作用. 自然数→正分数→负数→有理数→无

理数→实数→虚数 ( 2i 1  ) →复数→ G 数

(Grassmann 数, 2 0,a  0a  )→算子……数的每一

步发展都会导致自然科学的新发展, 导致人类对

认识自然、改造自然的不断深入. G 数的引入不仅

解决了不少数学中的难题, 更是导致了如超对称

物理学之类新科学领域的诞生[1], 也有望使所有四

种相互作用得到完美的统一[2-3]. 超对称物理学的

诞生也使得一些复杂的量子物理问题[4]和数学问

题得以轻松解决. G 数的引入还使一些表面上不可

开方的算式得以完成, 如微分算子的开方→超对

称导数 

x x D        (1) 
的诞生以及超可积和超对称可积系统新领域的诞

生[5-7]; 又如 3+1维达朗贝尔算子(或相对论性能量)

开方结合G代数的矩阵实现导致了Dirac方程的发

现, 进而导致了相对论量子力学[8]的诞生及反物质

(正电子等)的预言和发现[9].  
G 数的存在对应了费米子的存在, C 数对应于

玻色子, 费米子对应于费米-狄拉克统计, 玻色子

对应于玻色-爱因斯坦统计. 最近, 物理学特别是

凝聚态物理学的发展使人们发现在 2+1 维系统中

存在多种类型的拓扑态[8-12]需要用任意子[13-14]来

进行描述, 并且任意子满足完全不同的统计规律. 
类似于 G 数和 C 数, 我们可引入一种新的数—–R
数(任数或任意子数), 为区别于国际上已经存在的

一个任意子代数[15], 对应的代数称为 R 代数(任代

数), 对应的微积分可以称为 R 微积分(任微积分). 
对应于超对称物理学, 我们可以建立任对称物理

学; 对应于超可积系统和超对称可积系统, 我们可

以引入任可积系统和任对称可积系统. 有意义的

是对于自然数 来说, R 数可以有多种引入方式. 
最简单、最直接的方法可由条件 
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0,  1 0    (2) 
来导出各种代数运算条件. 有意义的是利用这样

引入的 R 数可以成功地对偏微分算子开 次方, 
结果可定义为任对称导数, 从而能成功建立任微

积分及任可积系统和任对称可积系统[16], 而通常

的 G 数、G 代数、超对称理论、超可积和超对称

可积系统正是对应于 2  的特殊情况.  
从经典力学到量子力学是将非线性的有限自

由度系统映射到了具有无限自由度的线性系统[17], 
数学观点上是将非线性常微分系统变换到线性的

偏微分系统. 类似地, 从经典场论到量子场论则是

将非线性偏微分方程变换到了线性的泛函微分方

程[18-20]. 要从量子理论回到经典理论, 普遍观点是

经典力学(场论)的可观察量在相应量子态下的平

均值取普朗克常数趋于 0时的极限. 但此观点只在

个别情况下有严格的证明, 而在一般情况下, 特别

是在量子场论情况下没有得到严格的证明. 在牵

涉到可积和不可积(混沌)问题上, 此问题变得尤为

突出. 经典可积系统对应到量子系统时, 其可积性

(可解性)往往是不明确的, 从而使得现在已知的量

子可积系统远远少于经典可积系统, 而在经典混

沌对应到量子混沌时更是存在大量的问题. 甚至

有人认为线性系统没有混沌问题, 从而使量子系

统被认为是没有混沌的. 而现在认为有量子混沌

的专家在处理量子混沌时, 本质上也是先把量子

问题做半经典近似, 将线性问题用近似方法转换

为非线性问题来处理. 一方面, 量子混沌和量子纠

缠是当前物理科学中非常重要的前沿课题[21]; 另
一方面, 这个问题也存在着非常大的意见分歧.  

实际上此问题的探索要回到从经典力学到量

子力学的转化上, 关键点是我们将有限自由度问

题转换到了无限自由度! 所以无限自由度线性问

题没有无限自由度的混沌, 但是对应的经典问题

只是有限自由度的混沌. 因此, 无限自由度的线性

系统可以存在有限自由度的混沌, 并且此有限自

由度既可以体现在初值, 又可以体现在边值, 同样

可以体现在无限自由度到有限自由度的缩并求和

过程中. 实际上, 在纯经典问题上也有类似情况. 
对于非线性问题, 由于问题本身的高度非线性, 人
们通常会采用各种各样的近似方法, 最常用方法

是微扰论方法. 微扰论方法的零级近似一定是一

个可积系统(人们经常选择零级近似是线性系统), 
然后各级微扰一定是线性系统, 这样不管算到多

少级, 都是用一个线性系统去近似一个非线性系

统(如同伦近似方法[22-23]), 不可能得到本质的非线

性效应(如混沌). 要得到完全等价的非线性效应, 
人们必须算到变系数的无穷级线性系统. 一般情

况下, 人们不可能完成无穷级的演算, 因而会退而

求其次, 结合其他方法(如变分法)使得部分类型的

无限级结果隐含到线性近似结果中, 由此可以得

到一些本质的非线性效应[18,24].  
对称性在自然界中起着至关重要的作用, 最

一般的原理性理论甚至可以由对称性来建立, 如
粒子物理和宇宙学中的标准模型[25]. 因此, 对称性

也往往是解决问题的关键. 在量子物理问题中, 研
究体系处于何种状态, 必须通过测量才能知道, 所
以量子状态与测量手段相关. 本质上来说, 量子系

统的演化乃至测量都可以看成一种变换, 是从初

态到末态的系列变换. 因此我们完全可以从变换

理论出发来研究量子态、量子可积和量子混沌等问

题. 如平移变换可导致相干态, 标度变换可导出压

缩态[26-27], 多粒子间的广义转动变换可导致纠缠

态, 因此可进一步利用一般的变换理论来研究量

子可积性、可积量子纠缠和不可积量子纠缠及其对

应的量子混沌.  
在非线性系统的求解问题中, 达布变换和反

散射方法具有至关重要的地位. 然而现在对这两

种方法能真正求解的势函数还很少, 只有如多孤

子解和周期解类的解析解. 对于一般非解析解(如
潘勒韦解)作为种子解时, 这类问题还无从着手. 
而最近非局域对称和局域对称的联合研究[28-30]为

此类困难问题的求解提供了可行的思路.  
在可积系统中存在无穷多的局域系统, 也存

在无穷多的非局域对称. 人们对局域对称已有深

入的研究, 而对非局域对称的研究还非常少. 最近

研究表明, 当对可积系统进行适当的变换后, 使可

积梯队中其中一个系统具有相对论不变性时, 局
域对称和非局域对称具有一个非常简单的一一对

应关系[31]. 但局域对称和非局域对称是相对的, 在
一种特殊时空中, 非局域对称可变成局域, 而局域

对称也可成为非局域. 这些均表明一般可积系统

的非局域对称和局域对称也具有对偶关系.  
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如果可积系统可以纳入拉格朗日框架, 则诺

特定理表明任一对称性具有相应的守恒律. 在 1+1
维情况下, 任一守恒律都可以引入一个互反变换, 
还可以引入一个额外的维度, 从而将低维可积系

统推广到任意维的高维可积系统[32-34], 然而这样

引入的高维可积系统目前还没有办法求解.  
线性科学中由于线性叠加原理的成立, 从而

可以有统一的求解方法, 如傅里叶变换方法和分

离变量法. 在非线性情况下, 这两种方法都不再直

接适用, 而是需要做适当的推广. 对于可积系统, 
反散射方法是傅里叶变换的非线性版本; 但是分

离变量没有合适及统一的非线性版本. 非线性化

方法被看成是一种形式的分离变量, 实际上变量

没有真正分离. 对于某些类型的 2+1 维可积系统, 
我们建立了变量真正分离的方法—–多线性分离变

量法[35-38]. 利用多线性分离变量法可以得到很多

非常一般的包含一些任意函数的严格解, 然而这

些具有相当普适性的严格解如何从达布变换、反散

射方法、黎曼-希尔伯特方法等传统可积系统理论

中得到该重要问题还一直没有得到满意的解决.  
由于费米场的非对易性, 求解超可积系统和

超对称可积系统非常困难. 为此, 我们提出了玻色

化方法[39-41], 使得经典可积系统的任何解都可方

便地推广到相应的超可积系统、超对称可积系统、

任可积系统和任对称可积系统[42-44]. 但是自玻色

化方法提出以来, 采用玻色化方法得到的结果还

没有用其他方法得到过. 因此一旦可用传统方法

时, 必将对超对称可积系统理论产生重大影响.  
众所周知, 可积系统具有无穷多对称和无穷

多守恒律, 然而只有有限个对称和有限个守恒律

具有相应的物理意义. 最近, 我们将对称性应用于

具体的严格多波解, 幸运地发现了无穷多对称的

物理意义[43]. 由此我们提出了一个可积系统的对

称猜想: 无穷多对称性的存在对应多波解的存在, 
已知的无穷多 K 对称和 对称仅是多波解中每个

波的波中心平移不变性、波数平移不变性和其他波

参数平移不变性的线性组合. 因此, 对称性猜想意

味着可积系统多波解可以利用对称性来得到.  
对于对称性求解完全可积系统和部分可积系

统的一般猜想来说, 对称性猜想可积系统的多波

解可以利用一般对称得到[43]; 利用非局域对称性, 

达布可积系统的达布变换可以由对称性导出[45-47]; 
潘勒韦可积系统所有解的任意函数取任意无穷小

函数后, 即可证明潘勒韦可积系统的所有解都可

由无穷多对称性得到; 任意维度的任意一阶自治

系统的所有解也被证明可以由对称性得到[48]. 由
此我们可以提出一个猜想: 任意非线性系统的严

格解都可以用对称性方法得到.  
根据最近超对称性的双线性方法研究结果, 

人们发现了很多有意义的规律, 并且从这些规律

出发能很方便地从 1+1 维双线性可积系统中得到

一些新的高维可积系统、离散可积系统、超对称可

积系统和任对称可积系统等. 这些一般规律可总

结为一些有意义的可积系统猜想[49-50].  

1 任可积系统和任对称可积系统 

1.1  任数、任代数和任对称导数 
根据任数的定义式(2), 如果 a和 b 为任数, 若

要求 a b 也是任数, 我们即可导出任代数、q 对易

代数[42],  
2πi, 1,  , exp ,i 1,j

j j jab q ba q q q q


       
 

 

{1,2, , 1} / { }m mj J n p     , (3) 

其中, mp 为 的所有质因数, { }m mn p  为所有满

足条件 m mn p  的整数集合. 如对于小的 , 则
有 3 4 5 6 7{1,2}, {1,3}, {1,2,3,4}, {1,5}, {1,J J J J J      

82, ,6}, {1,3,5,7}J  . 从式(3)可知, G 代数对应于

2  , 玻色对易代数对应于   .  
对于任数 的度  , mod( ) 定义为 

q  , (4) 
其中,  的度总是定义为 1. 如果任数 1 和 2 的度

分别为 1 和 2 , 则其对易关系为 
1 2

1 2 2 1q     . 
任意导数d / d 定义为  

1

1

1

( ) ( )d ( )
d

f ff

 

 
  




 


 

( ) ( )
(1 )

f f q
q

 





. (5) 

由于任数的定义式(2), 只需要计算 d / di  , 
当 , ,1,2 1i   时即可, 结果为 

1 1d 1
d 1

i i
i i

q
q i
q


 


 

 


, 
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2 11 i
qi q q q      . 

任对称导数R定义为 
,x x

 
     R R R  

11
[( 1)!] x

q


 


  


, (6) 

其中, [ !] 1 2 ( 1)q q qqn n  为 q 阶乘. 1q  时, q 阶
乘退化为正常的阶乘. 2  时, 任对称导数即为

超导数式(1), 3  时, 超对称导数为 

 2
3

1, 3 1
2xq q i      R . 

任对称导数R具有下述任对称性: 
, ( , )x x f        , 

1

1

1( , )
[ !] [( )!]

k k

k q q

f
k k


   









 . 

当 2  时, 任对称即为通常的超对称 f  . 
当 3  时,  

2 21 ( )
[2!]q

f     . 

1.2  任可积系统 
众所周知, 著名的 KdV 方程 

2( 3 )t xx xu u u   , (7) 
具有 Lax 对 

( ) 0xx u L       , 
3 6 4 0t x x xxxu u S         , (8) 

因此, [ , ] 0L S LS SL   即为 KdV 方程式(7). 
在传统理论中, Lax 方程式(8)中的谱函数 被

理所当然地看成是玻色的. 在玻色谱函数的情况

下, 平方本征函数 2( )x 是KdV方程的一个非局域

对称, 由此人们可以得到含源可积系统[39]. 然而由

于 Lax 对对于谱函数是线性的, 因此, 它既可以是

玻色, 也可以是费米, 甚至可以是更一般的向量玻

色、向量费米和向量任意子的谱函数. 在费米情况

下, 相应的含源方程成为了超可积系统[42]. 更进一

步, 我们可以统一得到包含玻色、费米和任意子场

的任可积系统.  
以著名的 KdV 方程为例, 可以推广为下述一

般的任可积 KdV 方程:  

1 2 1 26 12 12 0t xxx x xx xxu u uu         , 
3

1( 4 6 3 ) 0t x x xu u        , (9) 
3

2( 4 6 3 ) 0t x x xu u        , 
其中, 1 和 2 分别为  和  阶的任意子场. 上

述任可积系统是 Lax 可积的, 即具有 Lax 对. 当
2  和  时, 任场成为费米场和玻色场. 式

(9)是在多种传统意义下的可积系统, 如当它是 Lax
可积时, 其 Lax 对为  

   2 1 1 2( ) d d 0xx u x x              , 

3 6 4 0t x x xxxu u       . (10) 
1.3  任对称可积系统 

 阶的任对称 KdV 系统具有下述一般形式: 
( )/2

0
( )( ) 0,i n i

t xxx i
i

a
 

   


 



      

, ,1,2 1   . (11) 

对于上式完整的任对称可积分类还是一个未

决问题, 但对于某些特殊的 ia 来说, 可以证明其可

积性. 如对于 3  ,  
2 2

1 1 1 1 1( ) ( )t xxx x           (12) 
和 

2
2 2 2 23t xxx x        (13) 

是一阶和二阶任对称可积系统, 其中, 1 和 2 是

任空间{ , , }x t  的一阶和二阶任场. 在 2  情况下, 
任可积系统式(11)已成为标准的超对称可积系统, 
而且其完整的可积分类已经在多个方向(如潘勒韦

可积分类和高阶对称分类)上得以完成.  
任可积系统和任对称可积系统都可以用类似

于超可积系统和超对称可积系统的玻色化方法进

行研究[39-40].  
1.4  问题 

(1)任可积系统和任对称可积系统的分类问题.  
(2)任对称可积系统、超对称可积系统及传统

可积系统的统一处理问题. 其中, C 可积系统的问

题已经得到解决.  
(3)任可积和任对称可积系统的应用问题.  

2 量子可积性的对称变换理论 

2.1  经典变换和量子态的联系 
众所周知, 相干态和经典的空间平移相联系, 

压缩态和标度变换相联系. 研究这种联系的最简

单方法是范洪义提出的正规乘积编序算符内的算

子积分方法. 经典变换群研究的基本方法是研究

其无穷小形式—–李代数[51]. 在有限变换到无穷小

的变换中自然引入了算子, 并将算子对应到量子

力学的算子, 由此自然地从经典变换对应到了量
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子问题. 再结合范洪义的有序算符内的积分理论

(Integration Within an Ordered Product, IWOP)[52], 
人们可以从经典变换得到各种各样的量子态, 进
而研究和解决相关量子物理问题.  
2.2  经典变换和量子纠缠 

量子纠缠是当前量子物理中的前沿热门问题, 
与量子信息、量子计算、量子测量、量子密码、量

子通信等未来先进科技密切相关. 与纠缠态相关

的经典变换是多粒子空间之间的变换, 且目前物

理学界用到的纠缠态主要跟经典线性变换相关, 
而非线性经典变换对应的纠缠态问题是非常值得

研究的重要课题.  
2.3  经典变换和量子不可积性探索 

一般的经典变换群是非线性群, 并且一般非

线性变换群与其对应的李代数生成元之间的联系

是非线性动力系统. 非线性动力系统如果是可积

的, 则对应的量子态算子将满足量子的可积系统

问题(量子 Yang-Baxter 方程). 如果非线性动力系

统是不可积的, 对应的量子算子虽然有确定性的

形式, 但其对应的量子态期望值是不确定的, 从而

可以使经典变换系统的混沌对应到具有混沌行为

的量子态. 因此, 从变换群角度来研究本质的量子

可积和量子混沌是值得探索的一条新途径. 通过

进一步的研究, 人们可以发现多粒子体系间的非

线性变换对应的纠缠如果可分解成两两纠缠的组

合, 则可对应于量子可积; 如果不能分解成两两纠

缠, 则对应于量子混沌.  
2.4  问题 

(1)一般多粒子体系初、末态量子变换算子的

可积性判据是什么? 
(2)如何实现由变换理论导出量子可积态和量

子混沌态? 

3 高阶无穷维可积系统的低阶无穷维不可积性 

3.1  与经典可积哈密顿系统对应的量子可积和不

可积问题探索 
如果经典系统是一个有限维自由度的哈密顿

系统, 具有哈密顿量 ( , )H p x , 则对应的量子系统

成为一个具有无穷维自由度的线性偏微分系统 
i ( i , )t H     x . (14) 
无限自由度的线性系统在同阶无限自由度上

没有混沌, 但在各种各样的近似条件下, 当无限自

由度的阶数降低或降低到有限自由度时, 低阶无

穷自由度或有限自由度的混沌是可以存在的. 导
致混沌可能有多种原因, 可以来自于初始条件、边

界条件以及减自由度导致的非线性. 虽然对应的

有限维经典系统是可积的, 但是在量子情况下, 由
于无限自由度的引入会导致本质的不可积因素, 
这也是为何量子可积系统比经典可积系统少得多

的主要原因.  
3.2  与经典不可积哈密顿系统对应的量子可积和

量子不可积性探索 
对于有限自由度经典不可积哈密顿体系对应

的量子系统, 除了上述从有限自由度到无限自由

度对应引起的不可积性之外, 还存在着本质的经

典对应混沌. 对应于此类量子系统, 除了研究其经

典的对应混沌、无对应的量子混沌之外, 我们也将

探索其可能抵消经典混沌的量子效应, 如果能找

到此类效应, 则对混沌控制的研究无疑是非常有

意义的.  
3.3  问题 

(1)不可积边条件引起的线性量子薛定谔方程

的混沌问题.  
(2)不可积初条件引起的线性量子薛定谔方程

的混沌问题.  
(3)无穷多自由度引起的线性和非线性可积系

统的混沌问题.  

4 一般奇异势的达布变换和反散射变换问题 

4.1  非局域对称及其局域化和不同非线性波的相

互作用 
严格解一直是非线性科学中的重要课题. 对

非局域对称研究的深入使严格解的研究打开了一

个全新的局面, 并且使得各种不同非线性波的相

互作用研究揭开了序幕. 在过去, 对 Painlevé 波与

孤立波、椭圆函数描述的周期波与孤立波、Airy
波、Bessel 波、任意 Boussinesq 波、任意 KdV 波

等与孤立波相互作用的研究几乎无从着手. 现在

利用非局域对称的局域化手段可以研究大量非线

性系统中不同类型非线性波的严格解析的相互作

用解, 并发现了一些非常有意义的共性. 如在椭圆

周期波和孤立波相互作用解的研究中, 我们发现
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椭圆周期波和孤立波均可统一采用李政道模型

(Phi3+Phi4 模型)解来描述, 以及描述周期波与孤

立波相互作用后与模型无关的半波损失[28-30,53-54].  
4.2  问题 

(1)以 Painlevé 波解为势的达布变换解和反散

射变换解是什么? 
(2)以一般 Boussinesq 波和 KdV 波为势的薛定

谔方程的达布变换是什么? 

5 局域对称和非局域对称的对偶问题 

5.1  可积系统的正梯队和负梯队的对偶 
在现代物理各个领域中, 对偶性研究也是一

个重要的前沿热门课题, 如量子物理学中波粒二

象性(波和粒子的对偶性), 电场和磁场之间的电磁

对偶性, AdS/CFT 对偶性(反德西特引力与协变场

论之间的对偶性), 凝聚态物理中的粒子-涡旋对偶

性[55-59], 粒子物理学中玻色子/费米子对偶性[39-41]

和量子与经典可积场之间的量子/经典对偶性等[60]. 
文献[31]中, 利用相对性不变的场, 如 sine-Gordon
场、Tzitzeica 场、Toda 场, 等等, 发现了一些可积

系统局域对称/非局域对称的对偶性、可积系统正

梯队/负梯队的对偶性.  
5.2  问题 

(1)非局域对称/局域对称对偶、正可积梯队/负
可积梯队对偶的普适性问题.  

(2)如何利用对偶性求解非线性系统? 

6 高维形变系统的求解问题 

6.1  得到高维可积系统的若干方法 
孤子理论在场论、凝聚态物理、流体物理、等

离子体物理及光学等物理学各分支的广泛应用, 
使可积系统的研究引起了许多数学家和物理学家

的极大兴趣. 由于高维可积模型稀少, 因此寻找高

维可积系统一直是非线性科学领域的重要课题. 
我们在以下几个方面已经取得了一些有意义的进

展, 主要包括: (1)基于所有已知 2+1 维可积模型都

具有一个广义无中心的 Virasoro 型对称代数, 而所

有已知的 2+1 维不可积模型都不具有这样一个对

称代数的事实, 同时提出了具有广义 Virasoro 对称

代数意义下的可积性, 并建立了寻求在此意义下

可积模型的一般方法. (2)利用任意一个 1+1 维可积

模型的递推算子, 可以得到许多任意维度下的高

维可积模型(高维破裂孤子方程). (3)利用内部参数

相关的对称约束也可能得到一些特殊类型的高维

可积模型. (4)由于任何低维可积模型都具有一个

共形不变的 Schwarz 形式, 因此提出了采用高维共

形不变量构造高维可积模型的想法, 并证明了一

些相当一般的高维共形不变模型的 Painlevé 可积

性. 在文献[61]中, 以 Kadomtsev-Petviashvili 方程

为种子, 利用推广的 Painlevé 分析方法, 我们得到

了许多高维的 Painlevé 可积的可积模型. (5)文献

[62]中, 我们利用不可逆形变, 从 0+1 维的黎卡提

方程出发, 得到了 1+1 维和 2+1 维的可积的 sinh- 
Gordon 方程和 Tzizeica 方程.  
6.2  利用可积系统的守恒律将低维可积系统形变

到高维可积系统 
高维可积系统是存在的, 而且非常丰富, 可以

利用低维可积系统的不同守恒律得到很多不同类

型的高维可积系统. 此类可积系统和形变前可积

系统的可积性除 Painlevé 难以保持外, 在其他可积

性方面, 如Lax可积性和对称可积性都得到了很好

的保持. 形变系统的Lax对可以直接应用形变术得

到形变前的Lax对. 形变系统的高阶对称不能从原

系统中直接形变得到, 但可以从原系统的高阶流

方程中形变得到. 虽然传统可积系统已经有了很

多的有效研究方法来得到严格解, 然而新系统是

一种全新的可积系统, 传统的求解方法已经不能

再使用, 原来所有的研究方法都需要重新研究发

展, 过去对于原方程的互反方程的研究要利用互

反变换变回到原方程来研究, 然后再互反回来. 但
是对于现有新模型, 该有效方法不再适用, 因为原

模型和互反模型被结合在同一个模型中, 大大增

加了此类模型的研究难度, 但也同时提供了新的

研究机遇. 虽然形变定理可适用于所有可积系统, 
但每个可积系统各有特色, 仍然需要分别深入研

究, 我们期望在某个合适的模型中首先得到对此

类模型研究的突破.  
这里以 KdV 方程式(7)为例, 利用其守恒律 

2, , 3 ,t x xxJ u J u u      (15) 
引入势函数 y , 

2, 3 ,x t xxy u y u u    (16) 
将 y 作为新变量引入到 KdV 方程的解, 



 
第 1 期 楼森岳: 经典和量子可积系统若干前沿问题 7  

 

( , , )u u x y t . (17) 
将式(17)代入式(7)即得一个(2+1)维 KdV-HD

方程, 
2 233 3

2t xx xy yy
x

u u u uu u u      
 

 

3 3 23 .
2yy xy

y

u u u u u   
 

 (18) 

KdV-HD 方程(18)和文献[32]用形变方法得到

的结果完全相同. 利用 KdV 方程(7)的更多守恒律

可以得到更高维的可积KdV系统. KdV-HD类型的

单孤子解具有丰富的结构, 可以更好地描述实际

物理问题. 虽然 KdV-HD 方程是 Lax 可积的, 且具

有无穷多对称[32], 但目前其多孤子解还不知道如

何求解, 并且其他类型由守恒律形变推广的高维

可积系统[32-35]的多孤子求解问题也同样未得到解

决.  
6.3  问题 

(1)如何求解由守恒律形变推广得到高维可积

系统的多波解? 
(2)如何在实际物理问题中导出 KdV-HD 系统

式(18)? 
(3)KdV-HD 系统式(18)有何独特的新的数学物

理性质? 

7 多线性分离变量解的传统方法研究问题 

7.1  多线性分离变量法和孤子工厂 
在线性科学研究中, 傅里叶变换方法和分离

变量法是两种最重要的研究方法. 反散射变换方

法可以看成是傅里叶变换在非线性可积系统中的

成功推广. 然而, 分离变量法的推广要困难得多. 
目前常见的有三种方法. 第一种方法在研究中被

称为非线性化方法(Lax 对)[63], 或者是对称约束方

法[64-65]、分离变量法. 这种分离变量法只是形式上

的, 实际上变量没有分离, 因此可称其为形式分离

变量法[66]. 第二种方法是基于一般条件对称的泛

函分离变量法及其推广的导数相关泛函分离变量

法[67]. 这种方法适用的范围很小, 得到的解也很少. 
21世纪初, 我们建立了第三种分离变量法, 称其为

多线性分离变量法[35-38].  
对于 2+1 维的 KdV 方程(NNV 方程)[35]: 

( 3 ) ( 3 ) ,t xx x yy yu a u uv b u uw     

, ,x y y xu v u w   (19) 
其多线性分离变量解为 

2
0 1 2 3

2
,

( )
y xq p

u
a a p a q a pq




  
 

0 3 1 2a a a a   , (20) 

其中, ( , ), ( , ),p p x t q q y t   分别为所示变量的任

意函数, 0a 、 1a 、 2a 和 3a 是任意常数. 有意义的是

大量重要的2+1维非线性数学物理方程, 如Davey- 
Stewartson (DS)方程、非对称 NNV 方程、非对称

DS 方程、色散长波方程、Broer-Kaup-Kupershmidt
方程、长短波相互作用系统、Maccari 方程、一般

( )N M 分量的 Ablowitz-Kaup-Newell-Segur 系统

等都有一个物理量具有普适表达式(20). 由于任意

函数 p 、 q 都可进入普适表达式, 故式(20)可被称

作是孤子工厂, 因此, 大量的局域激发模式如多线

孤子解、多呼吸子解、多 dromion 解、多 lump 解、

多网格孤子解、多瞬子解、多怪波解、多尖峰子

(peakon)解、多紧子(compacton)解、多折叠子(foldon)
解及上述类型之间的相互作用解等都可以从孤子

工厂式(20)中产出.  
7.2  问题 

(1)如何从传统的著名方法如反散射方法、黎

曼-希尔伯特(RH)方法中得到普适解式(20)? 
(2)如何将多线性分离变量法的适用范围扩展? 

如何将多线性分离变量法扩展到 1+1 维可积系统? 
如何将方法应用到 KP 型方程? 

8 玻色化解的传统方法研究问题 

8.1  超对称 KdV 方程的玻色化方法 
由于反对易的 Grassmann 变量和非对易的任

变量的引入, 使得超可积系统、任可积系统、超对

称可积系统和任对称可积系统的研究和求解非常

困难. 文献[39-41]提出的玻色化为求解此类系统

提出了强有力的方法, 使得非线性系统的任何解

可以很方便地推广到此类系统. 对于超对称 KdV
方程,  

3 3 0,t x x xxx        D D  
, ,x u         D  (21) 

引入 2-Grassmann 参数解, 假设 

0 1 1 2 1 1 2 2, ,u u u v v         (22) 
其中, 1 、 2 为 Grassmann 参数, 0u 、 1u 、 1v 、 2v
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为玻色场, 且满足下述暗方程: 

0 0 0 06 0t x xxxu u u u   , (23.1) 

1 1 0 1( 3 ) 0t xx xv v u v   , (23.2) 

2 2 0 2( 3 ) 0t xx xv v u v   , (23.3) 

1 1 0 1 1 2 2 1( 6 ) 3( )t xx x xx xxu u u u v v v v    . (23.4) 
从上述暗方程可以看出, 0u 满足的方程正是

经典 KdV 方程, 而其他暗场 1v 、 2v 、 1u 在 0u 确定

的情况下, 只需要求解阶梯线性化的方程. 对于任

意 Grassmann 参数解对应的暗方程, 可以得到完全

相同的结论. 对于超可积系统、任可积系统和任对

称可积系统, 也有类似的玻色化结论. 但是如何用

传统方法得到玻色化方法得到的结果, 目前仍莫

衷一是.  
8.2  问题 

(1)如何用传统比如反散射方法和 RH 方法等

得到玻色化方法结果? 
(2)如何用玻色化方法得到传统方法才能得到

的结果? 

9 多波解的对称性猜想 

9.1  KdV 方程无穷多对称的物理意义及其相关进

展 
自可积系统和孤子理论诞生之日起, 人们便

知道无穷多对称和无穷多守恒律没有任何的物理

意义, 只有极个别的对称和守恒律才有明显的物

理意义. 最近, 我们从一个全新的角度去研究此问

题[43], 即从特殊的已知解出发去研究可积系统的

对称等一般性质. 我们意外地发现了无穷多对称

的物理意义: 无穷多对称的存在隐含了任意 n波的

存在. 每一个波具有一些特征参数, 如波的位置

(波中心)、波数(与波高、波宽和波速有关)和周期

等. 对于确定的解, 这些波参数具有平移不变性, 
而无穷多已知对称正是这些波参数平移不变性的

线性组合. 如对于 KdV 方程来说, 无穷多 K 对称

( n
n xK u )是 n 个波中心平移不变性的线性组合; 

无穷多 对称( (3 2 )n
n t xtu xu u    )是波数平移

不变性和波中心平移不变性的线性组合. 在研究

无穷多对称物理意义的同时, 我们意外地同时解

决了一些有意义的问题, 如无穷多已知对称是不

完备的, 还有无穷多未知的对称. 对于 n波解无穷

多个已知对称退化为有限个对称, 而且还存在无

穷多的未知对称. 特别地对于单孤子解, 对应的无

穷多对称可以解析获得, 但是无穷多 K 对称退化

为单个零模对称, 并且其他的无穷多对称都是未

知的.  
9.2  对称性-多波解猜想和多波解的求解 

对于一般的 n波解和对称性有下述猜想[43]:  
对于一个对称可积的非线性偏微分方程组来

说, 如果存在一个 n波解, 

1 2( , , , ), ,nw n i i i iu u u k x t c          
1,2, , ,i n   (24) 

其中, ic 和 ik 是任意常数, ( , , 1,2, ,i i j jk m j     
)n 可能不仅取决于波数 jk , 还可能依赖于其他类

型的参数, 如与代数几何解相关的黎曼不变量 jm , 
那么对于 n波解式(24), 无穷多 K 对称( n

n xK u , 
或 n

n tK u  )和  对称 ( ( )n
n t xatu bxu cu    )

是 n波参数平移对称性的线性组合, 其中,  是模

型的递推算子, a、b、c 为合适的常数.  
如果猜想正确, 由此即可得到求解多波解的

新方法. 如对于多孤子解, 将多波解式(24)代入模

型并联合若干 K 对称约束条件 

1
, 1, ,m jm cj nwj

K a u m M n


    ≥ ,  
即可得到 n波解.  
9.3  问题 

(1)如何证明一般的对称性-多波解猜想? 
(2)如何利用猜想建立完善的多波解求解? 

10 任意非线性系统严格解的对称性猜想 

10.1 任意一阶自治系统的严格解 
对称群理论在研究非线性系统的精确解时非

常有用. 群论最初是由阿贝尔和伽罗华建立, 以证

明五阶单变量多项式方程一般代数解的不存在性. 
李和克莱因引入李对称代数来研究偏微分方程[68]. 
在本节中, 主要讨论任意维、任意阶自治单分量偏

微分方程的主枝解[48].  
定义 1  对于m 阶 n维偏微分方程, 如果解包

含m 个独立的 1n  维任意函数, 则称其为主枝解; 
如果解中只包含 1m m 个独立的 1n  维任意函数, 
那么称其为副枝解 ; 如果解包含一些低维( 1n   

1n  维)的任意函数, 那么称其为退化解.  
所有潘勒韦可积系统都存在主枝解. 奇点分

析表明, 如果一个偏微分系统是潘勒韦可积的, 那
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么存在一个主枝解, 使得在关于任意奇点流形的

形式级数解中有足够多的任意函数(与主枝解的定

义相同). 如果试图通过对称理论寻找一个偏微分

系统的主枝解, 那么需要找到具有足够多的任意

函数的对称性. 相反, 如果能够找到具有足够任意

函数的对称性, 那么可能成功地找到相关偏微分

系统的主枝解.  
对于以下任意 1n  维的一阶自治偏微分方程  

1( , , , , ) 0t x xnF u u u u  , (25) 
其中, F 是所示变量的任意函数, 在文献[48]中, 
我们证明了式(25)具有下述对称 

1( , , ), , 1, ,xi
n i

r

u
G i n

u
       , 

其中, G 为 n 维的任意函数, 由此即可得到式(25)
的主枝解, 副枝解和退化解也可以类似地得到, 因
此式(25)的所有解可以用对称性办法得到.  
10.2 非局域对称和达布变换 

达布变换也是可积系统理论中最重要的求解

理论之一. 不少著名数学家认为对于可积系统, 其
他方法能得到的解达布变换方法也能得到. 有意

义的是对于一些重要的非线性系统, 如 KdV 方程

和 AKNS 系统, 人们可以成功地利用非局域对称

性将达布变换推导出来, 这就隐含着对于可积系

统来说, 其他方法可以得到的结果对称性方法也

同样可以得到.  
对于 KdV 方程式(7), 利用平方本征函数对称

2( )x 或留数对称 xxf 可以导出其递推算子[69], 从
而得到无穷多的局域对称(K 对称), 然后利用 9.2
节的对称性-多波解猜想得到多波解. 此外, 利用

n 个具有不同本征值的平方本征函数对称(或留数

对称) 2( )i x (或 ixxf )的局域化方法[45,47], 我们就能

得到 KdV 方程的达布变换.  
10.3 任意非线性系统严格解的对称性猜想 

根据上两节的结果以及其他对称性求解问题

的经验总结, 我们可以将 9.2 节的对称性-多波解

的猜想推广到最一般的情况.  
(1)对称性-严格解猜想. 任何完全可积和不完

全可积系统的严格解都可以用对称性的方法得到. 
实际上将对称性-严格解猜想的对称性放宽到条件

对称时, 猜想是可以严格证明的, 并且猜想可以限

制到定理.  

(2)条件对称性-严格解定理. 任何完全可积和

不完全可积系统的严格解都可以用对称/条件对称

的方法得到.  
10.4 问题 

(1)如何一般地证明对称性-严格解猜想? 如果

猜想不成立, 猜想成立的条件是什么? 
(2)如何利用对称性-严格解猜想分类非线性

系统的可积性? 

11 双线性可积系统猜想 

11.1 双线性可积系统猜想 
为了描述变化万千的实际自然界, 人们建立

了大量的非线性数学物理模型. 为了从这些模型

中得到有用的信息, 需要求解这些模型. 由于求解

非线性问题的困难性, 人们通常做线性化近似来

求解线性方程, 然而普遍的线性化结果又不能正

确地描述本质上非线性的物理问题. 随着线性科

学的日臻成熟和计算机科学的迅猛发展, 人们在

处理求解非线性问题上的能力越来越强. 在非线

性问题的求解过程中, 如何把可积的、可解的模型

从众多的非线性问题中分离出来, 或者如何用可

积的、可解的非线性模型来求解实际的非线性问题

成为了非线性数学物理的最重要问题之一.  
在低维时空(一维时间、一维或两维空间)的情

况下, 人们已经在不少评论文章或专著中列出了

大量的可积模型(如文献[70]), 而且这些模型应用

到了几乎所有的自然科学领域, 特别是物理学的

所有分支. 大量的自然现象和规律都可以用这些

可积模型的基本非线性激发模式来描述. 如可积

系统的最基本激发模式是孤立子, 孤立子或孤立

波可以描述构成物质的各种基本粒子, 可以描述

宇宙、星系、天体, 可以描述各类天体上发生的各

种现象, 还可以描述木星的大红斑旋涡, 神经元轴

突上传递的冲动电信号, 大气中的台风、龙卷风, 
雪灾、洪涝和干旱相关的大气阻塞, 激光在介质中

的自聚焦, 物种的相对稳定, 财富和权力的相对稳

定, 文化习俗和政治制度的相对稳定, 等等.  
实际的物理世界是高维的, 至少具有三维空

间和一维时间. 然而在寻求高维的可积模型中遇

到了极大的困难, 也使得寻找高维可积模型成为

了非线性科学发展中的一大少有进展的难题. 为
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解决此难题, 国内外同行也做出了不少努力. 其中

有一个重要的思想类似于“全息术”, 从一个低维

的可积系统得到高维的可积模型. 如从低维完全

可积梯队得到高维条件可积模型; 将低维强对称

作用到额外维平移对称, 以得到更高维的破裂孤

子方程; 复化低维可积模型的原时空变量到额外

维[71]; 利用低维可积系统关于额外维相关的共形

不变, 展开得到同时具有共形不变性和潘勒韦性

质的高维可积模型[61]等.  
根据一些已知的特殊现象, 文献[49-50]提出

下述从低维可积模型得到高维可积模型的猜想.  
双线性可积形变猜想. 如果 

( , ) 0,x tP D D F G   
( ) ( , ) 0x x tQ D P D D F G   (27) 

是一个可积模型, 则 
( , ) 0,x tP D D F G   

( ) ( , ) 0x x tR D P D D F G   (28) 
可能是一个可积模型. 其中, P 和 Q 是所示变量的

多项式, R 是 S 的待定函数. 对于很多连续情形, R
与 Q 有相同函数形式, xD 、 tD 是广田算子, 可定

义为 
( , ) ( , ) ( , )x t x x t tP D D F G P F x t           

,( , ) ,x x t tG x t   
   (29) 

S 可以是额外维相应的双线性广田算子, 超对称的

双线性广田算子, 离散的双线性广田算子, 甚至是

q 形变的(如任对称的)非对易的双线性广田算子. 
在文献[49-50]中给出了许多猜想成功的重要例子, 
在这些例子中, R 与 Q 都有相同的线性形式, S 为

tD 、 yD (通常的双线性广田算子), xS 、 yS (超对称

的双线性广田算子), 等等. 这里我们给出一个猜

想在 F G 时的特殊形式:  
如果 

( ) ( , ) 0x x tQ D P D D F F   (30) 
是一个可积模型, 则 

( ) ( , ) 0x x tR D P D D F F   (31) 
可能是一个可积模型. 其中, P 和 Q 是所示变量的

多项式, R 是 S 的待定函数. 著名的 KdV 方程的双

线性形式为 
3( ) 0x t xD D D F F   . (32) 

利用猜想已经得到的推广的 KdV 方程有非对

称的 NNV(ANNV)方程  

3( ) 0y t xD D D F F   , (33) 
超对称 KdV 方程 

3( ) 0x t xS D D F F   , (34) 
超对称 ANNV 方程 

3( ) 0y t xS D D F F   . (35) 
11.2 问题 

(1)双线性可积形变猜想的正确性如何证明? 
( )R S 如何确定? 

(2)当 S 是离散形式和任对称形式时, 猜想仍

然成立吗? 如果猜想不成立, 应附加什么样的条

件使得猜想成立? 

12 展望 

本文对于经典和量子可积系统的一些前沿问

题, 就作者自己的经验和已有的研究积累, 在分析

已有知识的基础上, 提出了 10 个方面的问题. 其
中任何一个问题的解决都将进一步推动非线性数

学物理的发展. 希望有能力有基础的同行、老师和

研究者们能关心这些问题, 对这些问题感兴趣, 并
做出自己的努力.  
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Several frontier problems in classical and quantum integrable systems 

LOU Senyue 
( School of Physical Science and Technology, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: This paper proposes some significant exploration problems in the frontier research on classical and 
quantum integrability, including: (1) Problems related to bosonic (commuting) integrable systems, fermionic 
(anti-commuting) integrable systems, anyonic (q-commuting) integrable systems, and their mixed systems; (2) 
The theory of operator transformations in quantum integrability; (3) The non-integrability of linear quantum 
Schrödinger equations due to infinite freedoms; (4) Darboux transformations and inverse scattering theory 
corresponding to non-analytic seed solutions like Painlevé type solutions; (5) General dual theory between 
nonlocal symmetries and local symmetries; (6) The solution of high-dimensional integrable systems from the 
theory of reciprocal transformation extension; (7) How to obtain multilinearly separated variable solutions from 
traditional theories such as the Darboux transformations, the inverse scattering methods, and the 
Riemann-Hilbert approaches; (8) How to derive exact solutions obtained from the bosonization approach for 
supersymmetric integrable systems, super-integrable systems, ren-integrable systems, and ren-symmetric 
integrable systems by using traditional methods; (9) Conjectures on multiwave solutions of integrable systems 
via symmetries; (10) General conjectures on all exact solutions via symmetry approach for completely and 
partially integrable systems; (11) Conjectures to extend 1+1-dimensional bilinear integrable systems to 
higher-dimensional integrable systems, discrete integrable systems, supersymmetric integrable systems, and 
ren-symmetric integrable systems. 
Key words: classical and quantum integrability; ren-symmetric and supersymmetric integrability; symmetry 
conjuecture; higher dimensional integrable conjuecture 
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