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摘要: 针对碳纳米管增强复合材料开口截面构件动力失稳行为展开分析. 基于一阶剪切板理论

与有限条方法, 推导出构件动力失稳的运动方程, 并采用 Bolotin 方法获得 2T 周期对应的特征方

程, 进而得到结构的基础动力失稳区域; 随后基于该模型分析了不同碳纳米管含量、拉胀效应以

及卷边是否加劲对构件动力失稳响应的影响. 结果显示, 三者皆可不同程度提升构件动力失稳

频率, 但卷边加劲的强化效应会随其自身宽度增大而导致局部屈曲, 从而致使结构刚度弱化.  
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梁在静态轴向力作用下易出现失稳现象, 已
有学者建立了不同类型的梁模型来研究此类失稳

机制, 并给出了对应的临界载荷, 例如欧拉-伯努

利梁模型、铁木辛柯梁模型与 Reddy 高阶剪切梁模

型. 当结构承受面内周期性载荷, 以及扰动频率与

构件横向固有频率处于一定比值时, 结构会发生

横向振动, 该类现象称为动力失稳. 对于该类失稳

的研究, Bolotin 等[1]在著作《弹性系统的动力失稳》

中详细阐述了不同结构单元的动力失稳问题, 并
给出了求解含周期性载荷特征方程的方法. 该方

法也同样被不同研究人员用于求解梁、板与壳体结

构的动力失稳问题, 通过该方法可获得结构动力

失稳区域(一般呈现 V 形)的解析解, 后续研究人员

将该法称为 Bolotin 方法. Zhao 等[2]基于 Bolotin 方

法研究了不同类型复合材料功能梯度梁在不同温

度下的动力失稳行为, 通过结合Reddy剪切梁模型

分析了石墨烯增强复合材料梁的动力失稳响应. 
沙风焕等[3]将碳纳米管模拟为无限长的弹性连续

圆柱壳, 并分析了冲击扭转载荷作用下动力屈曲

行为. 钟子林等[4]基于 Bolotin 方法对圆弧拱展开

了研究. 此外, 结构在周期性载荷作用下极有可能

进入后屈曲状态. 因此, 对构件几何非线性的动力

稳定性分析成为结构安全设计中不可避免的问题. 
对于该类问题, Shen 等[5]原创性基于二次摄动法求

解了复合材料层合板在面内周期性载荷作用下的

后屈曲平衡方程, 进而获得结构动力失稳区域, 该
工作也体现出二次摄动法在结构动力失稳问题上

的求解优势. 此外, Obara 等[6]采用摄动法对欧拉-

伯努利梁的动力失稳问题展开求解. 综上可见, 随
着动力失稳问题研究的深入, 基础理论已从线性、

低阶梁、板理论发展至几何非线性与构件截面横向

剪切变形的高阶梁、板理论.  
针对典型的梁、板结构单元, 上述理论可导出

在不同工况下的动力失稳响应解析解. 除矩形梁、

板以外[7], 实际工程中被广泛使用的开口截面构件

的动力稳定性问题也同样引起了研究人员的关注. 
该类结构相较矩形平板或梁结构动力失稳分析的

主要不同之处在于需要考虑构件截面各板件间的

相互约束作用[8-9]. Zhu 等[10-11]基于 Bolotin 方法构

建解析模型, 对冷弯薄壁开口截面型钢在风载荷

作用下的动力失稳行为展开分析, 并且利用有限

条程序验证其模型正确性. Wu 等[12]结合经典板理
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论与有限条方法分析槽钢等开口截面钢构件的动

力屈曲响应. 有限条方法自面世以来, 由于其计算

的高效性使其在薄壁构件屈曲与振动分析方面有

着显著的优势. 根据该理论开发的有限条程序(如
CUFSM[13], THIN-WALL-2-V2.0[14])也在科学研究

与工程中被广泛使用.  
研究表明, 结构本身的材料属性、几何构型以

及初始缺陷对于结构的静、动态失稳皆有显著影响. 
目前, 3D 打印技术的发展与高性能复合材料的出

现为改善结构自身材料属性进而提升整体屈曲特

性提供了有效途径[15]. 研究人员通过 3D 打印点阵

结构[16]与蜂窝结构[17]设计具有拉胀效应的结构单

元, 并分析其静、动态屈曲特性, 结果发现拉胀效

应能够一定程度提升构件的稳定性. 此外, 设计具

有拉胀效应的复合材料梁或板并对其开展热屈曲、

热后屈曲研究, 结果表明拉胀效应可减少温度场

引起的初始变形, 进而增强结构热稳定性[18-19]. 对
于开口截面复合材料层合结构, 板件本身具有各

向异性, 这也导致截面各板件间相互约束效应明

显与各向同性材料构件(如冷弯型钢等)不同. 此外, 
板件具有拉胀效应对其相互约束关系、结构整体力

学响应影响机制尚不明确, 目前也鲜有对具有拉

胀效应开口截面构件动态稳定性展开分析研究.  
本文将一阶剪切板理论与有限条方法相结合

以获得复合材料结构运动方程, 接着利用 Bolotin

方法求解, 最终获得结构动力失稳区域, 详尽地展

现了 Bolotin 方法与有限条方法相结合求解任意截

面构件动力失稳响应的全过程. 同时讨论了不同

碳纳米管增强含量、拉胀效应以及翼缘加劲对构件

整体静、动态稳定行为的影响, 为开口截面拉胀超

结构设计与分析提供新思路.  

1 动力失稳模型 

碳纳米管增强复合材料 (Carbon Nanotube- 
Reinforced Composite, CNTRC)开口截面构件承受

面内周期性载荷. 根据图 1 中坐标系, 位移场可定

义如下: w 为中间层沿厚度方向(Z 轴方向)的位移, 
( , )i i x y  分别为绕 X 和 Y 轴的转角, u 和 v 分别为

X 和 Y 方向上的位移, X、Y、Z 方向上的坐标分别

为 x、y、z.  
鉴于CNTRC具有较强面内各向异性(E11>>E22), 

因此其横截面的横向剪切变形不容忽视. 考虑到

薄壁结构长细比较大, 因而采用一阶剪切板理论

描述其应力-应变关系. 至此, 单元板条的位移场

可表示如下: 

0 ,xu u z   

0 ,yv v z    

0w w . (1) 
假定板条两端边界条件为简支, 则可表示为: 

0,w   

 
图 1  复合材料开口截面离散及离散单元节点位移场 
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2  
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0,x   
0,yM    
0,yN   
0,xyN   (2) 

式中: My为绕 Y 轴弯矩; Ny、Nxy分别为 X—Y 平面

内载荷与剪切载荷.  
基于板条节点 , ( 1,2)i iu v i  构建节点之间位移, 

这里采用 Hermite 插值函数, 可表示如下: 
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 (3.2) 
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式中: m 为构建长度方向半波长数; l 与 b 分别为构
件的长度与宽度; k 为层级数的取值个数; x 取值范
围为 0~b, y 的取值范围则为 0~l.  

插值项 ( )iN x 与 ( )( 1,3)iF x i  表示为: 
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各向异性复合材料的应力()与应变()关系可

表示为: 
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( , ) (1,2,6), ( , ) (4,5)i j i j   , (5) 
式中: τ 为剪切应力; 为剪切应变; ijQ 与 i j Q 为考

虑铺设角度的转换弹性常数.  

根据一阶剪切理论, 应变()与剪切应变()可
表示为: 

     (0) (1)+z     
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基于式(1)~(6), 可获得外载荷的表达式为: 
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式中: A、B、D分别为拉伸矩阵、拉伸-弯曲矩阵

与弯曲矩阵; t 为厚度; k 表示不同层级.  
根据一阶剪切理论, 单元板条的应变能可表

示为: 

   
T1 d

2 ijk kk k
U V    Q  , (8) 

式中: V 为体积. 将式(6)代入式(8), 可得到整个层

合板条的应变能(U): 

 (0) T (0) (0) T

1

1 [ ] [ ][ ] 2[ ]
2

N

k
k

U U


     ε A ε ε   

(1) (0) T (1)[ ][ ] [ ] [ ][ ] d dx yB ε ε D ε , (9) 

当层合结构为对称铺设时, 则[ ] 0B . 由于文中只

考虑对称铺设构型, 因此应变能也可表示为: 
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 (0) T (0)
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

    ε A ε   
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考虑外部初始应力, 可将整体应变能改写为: 

 (0) T (0) (0) T1 [ ] [ ][ ] [ ] [ ]
2

U    ε A ε ε D   

(1) 1[ ] d d d d
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wx y P x y
y
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   
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s pU U , (11) 
式中: Us 与 Up 分别代表单元板条的刚度及外载荷

对刚度的影响. 考虑载荷 Px 的分布形式可定义为

1 1 2( ) /xP P P P x b   , 其中, P1与P2为周期性载荷, 
定义为 s d cosi i iP P P T  , 1,2i  , 其中,  为角

速度, siP 与 diP 分别表示静、动态载荷的幅值.  
至此, 基于上述单元板条的应变能表达形式

进行组装, 则可获得整体的刚度矩阵[KE]及几何矩

阵[KG]. 随后基于最小势能原理对整体应变能求偏

导数, 可获得静态屈曲对应的特征方程:  
    E GxP  F K K   

    E GDet 0xP K K . (12) 

因为构件承受外部载荷作用, 因此在特征方

程中引入对应的几何矩阵项, 并将式(12)转变为 

       2
E G M 0i i   K K K , (13) 

式中: i 为自然圆频率; M[ ]K 则为结构整体的质

量矩阵; 当不考虑外载荷作用时, 则 G[ ] 0K , 此
时对应结构的自由振动.  

周期性载荷作用下结构的动力失稳方程: 
          M E G 0xq q P q  K K K . (14) 

式中: q表示周期性载荷; q表示载荷对时间 T 进

行两次求导. 
上述方程为Mathieu-Hill方程. 根据Bolotin方

法, 这里求解周期为 2 4π /T  的解, 假设{q}具
有 2T 周期解, 展开如下: 

     
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
,(15) 

式中: k 为动力失稳模态阶数, {ak}和{bk}为与时间

无关的系数. 将式(15)代入式(14), 并将 sin( / 2)T
与 cos( / 2)T 同类项目系数化简为 0, 可得 

     
2

E

2

M G4
0,x k

k P a 
  





K K K  

1,3,5,7,k    , (16.1) 
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



K K K  

1,3,5,7,k    . (16.2) 
上述线性齐次代数方程组, 当其系数行列式

为 0 时方有非零解, 因此可得: 
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   E G1,3,5,7, , xPk     K K . (17) 

根据上式 k 值可求得不同阶次动力失稳区域, 
这里只考虑第一阶失稳区域, 代入 Px可得: 

     E G cr G cr G MP P 
 

     
 
K K K K K q 

     
2

E G cr G cr G M 0
4
 

     
 
K K K K K q . (18) 

至此, 给定周期性载荷系数 α、β 以及载荷幅

值 Pcr(一般选用结构静力失稳载荷), 则通过上式

可获得结构位于 2  的动力失稳区域.  

2 模型校验及结构讨论 

在基于本文模型对开口截面结构展开分析前, 
选取现有参考文献中的算例进行对比, 进而验证

模型的准确性. 这里选取 Srivastava 等[20]预测的 T
型截面动力失稳区域作为对比算例. 截面几何参

数为 a-b-h-bs-ds (600-600-6.33-12.7-22.2, 单位mm), 
相关参数对应的几何特征如图 2中插图所示. 该算
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例静态载荷因子 0.2  , 失稳频率采用无量纲频

率 2 /a h D   表示, 其中, ρ 与 D 分别表示板

密度与弯曲刚度. 如图 2 所示, 模型计算结果与文

献中算例的结果吻合较好, 即验证了模型的准确

性. 接下来采用该模型对复合材料结构静态及动态

行为展开分析. 

 
图 2  对比 T 型截面板动力失稳区域 

现有研究表明复合材料层合结构具有较强的

面内各向异性及层间拉伸-剪切耦合效应, 而碳纳

米管增强复合材料(CNTRC)在特定的铺设构型及

铺设角度下能呈现出拉胀[21]或热收缩[22]的效应. 
因此, 本文以 CNTRC 为例, 选定 I 型开口截面结

构探究拉胀效应对板件间相互作用的影响, 进而

讨论该类结构的动力失稳特性. CNTRC 单层的基

本材料参数可基于修正的细观模型获得, 具体数

值见表 1, 多层的层合结构等效参数则可通过经典

层合结构的本构关系推导所得. 等效泊松比与其

他等效工程常数计算公式分别源于作者之前工作

文献[23-24]. 文中设计正、负两类层合结构(表 2)
以对比拉胀效应对结构整体力学行为的影响, 案
例A与案例B分别代表负泊松比(Negative Poisson’s 
Ratio, NPR)与正泊松比(Positive Poisson’s Ratio, 
PPR)层合结构. 以往负泊松比结构的力学响应分

析常采用人为假设的泊松比值, 但容易忽视其他

材料参数对结构力学响应的影响. 本文通过遗传

算法优化设计使案例 A 与案例 B 除等效面内泊松

比 e
12 之外其他材料参数幅值尽可能接近, 这可在

后续分析中更好地突出负泊松比对结构力学响应

的影响. 然而表 2 中两个案例的某些等效参数仍存

在数值差异, 这是由于结构自身的材料参数之间

需满足材料定律, 这也限定了参数之间的相对关

系, 但是这些参数差异对结构力学影响远小于 e
12

差异所引起的影响.  

3 动力稳定性分析 

本节将基于动力失稳模型对CNTRC开口截面

构件的动力行为展开分析. 这里选用 I 型截面作为

例子, 采用h-b1-b2-d1-d2-t表示, 其中, h表示腹板高

度, b1与 b2分别表示上翼缘与下翼缘宽度, d1与 d2

分别表示三处卷边长度, t 为截面的厚度(假设等厚). 
首先计算结构静态屈曲临界值(Pcr), 该值作为动力

失稳的载荷幅值. 图 3(a)列举了不同碳纳米管含量

(Vcn)的构件随长度变化的临界载荷. 这里构件尺寸

假定为 h-b1-b2-d1-d2-t (100-50-50-0-0-3, 单位 mm), 

1 2 0d d  表示无翼缘加劲. 观察发现, 构件的临

界载荷与碳纳米管添加百分比成正比, 与构件长

 3 2

0

/ 12(1 )tD E







 
 

表 1  单层 CNTRC 的力学参数[21] 

VCN E11/MPa E22/MPa G12/MPa ν12 α11/K–1
 α22/K–1 

0.11  94 416.77 2 203.74 822.28 0.321 9 3.583 0×10–6 5.318 2×10–5 

0.14 120 384.60 2 297.68 857.33 0.316 9 3.553 1×10–6 5.158 2×10–5 

0.17 144 771.38 3 493.88 1 303.66 0.312 0 3.533 7×10–6 4.997 9×10–5 

注: VCN为碳纳米管添加比例, E11、E22为弹性模量, G12为剪切模量, ν12为泊松比; α11、α22为长度方向与宽度方向上的热膨胀系数. 

表 2  CNTRC 层合结构[0/θ1/75/θ1]S 等效工程常数 

等效工程常数 e
11E /MPa e

22E /MPa e
33E /MPa e

12G /MPa 
e

13G /MPa e
23G /MPa e

12  e
13  e

23  
案例 A 
(θ1=5) 

8.44×104 1.62×104 3 311 1 534 1 143 1 143 -0.53 0.54 0.36 

案例 B 
(θ1=-5) 8.19×104 1.55×104 3 342 1 532 1 143 1 143  0.78 0.12 0.28 

注: e
11E 、 e

22E 、 e
33E 为等效弹性模量, e

12G 、 e
13G 、 e

23G 为等效剪切模量(所有字母的上标 e 表示等效). 
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度成反比; 拉胀效应能够提升构件的稳定性. 此外, 
为了考虑翼缘加劲板件对结构整体性能的影响, 
图 3(b)中对 I 型截面添加了两类翼缘加劲, 尺寸分

别为 1 10d  mm, 1 2 10d d  mm. 对比发现两类翼

缘皆可提升构件稳定性, 构件长度越小, 则增强效

应越明显. 这是因为卷边可以提升构件上、下翼缘

的整体刚度, 使其不易发生扭转变形. 后续如无特

殊说明, 动态分析构件长度均选取 1 200L  mm, 

   
(a) 不同 CNT 含量(不带翼缘) (b) 不同翼缘加劲类型(Vcn=0.17) 

图 3  CNTRC I 型截面构件静态失稳分析 

  
(a) 不同 CNT 含量 (b) 不同静态载荷系数 

  
(c) 不同翼缘加劲类型 (d) 不同加劲比例 

图 4  I 型截面构件动力失稳分析 
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动力载荷幅值也采用其对应的临界载荷.  
接着以临界载荷 Pcr 为周期性载荷幅值, 设定

不同的静、动态载荷因子计算不同工况下 I 型构件

的动力特性. 选定静态载荷因子 0.3  , 图 4(a)给
出了 3种碳纳米管增强含量构件的失稳主区域, 对
比发现随着 Vcn 的减小, 构件失稳频率在左边界下

降明显. 对比不同静态载荷因子对应的失稳区域, 
发现构件失稳频率皆随着静态载荷因子的增大而

减小(图 4(b)). 此外, 为讨论板件相互作用对构件

动力失稳的影响, 将静态载荷因子取值为 0.3. 以
卷边对构件翼缘加劲为例, 比较不同加劲类型和

加劲比例对构件动力失稳的影响. 由图 4(c)~(d)对
比显示, 采用卷边加劲可以显著提升构件动力失

稳频率并缩小失稳区域, 但随着加劲比例的增大, 
其增强效应则并不明显, 原因是当加劲板件自身

宽度过大时可能出现局部屈曲, 以致无法以刚体

转动的形式对翼缘起到加劲作用. 另观察发现, 拉
胀效应可以提升构件失稳频率, 且在失稳区域的

左边界提升效应较失稳右边界更明显.  

4 结论 

本文基于一阶剪切变形理论和有限条方法, 推
导出任意截面形式复合材料结构动力失稳控制方

程, 并利用 Bolotin 方法获得其动力失稳区域解. 
接着利用碳纳米管增强复合材料结构显著的各向

异性, 设计具有拉胀效应的开口截面复合材料构

件, 并对拉胀效应、卷边加劲效应以及碳纳米管含

量增强效应对构件动力行为进行分析与讨论. 对
比结果表明, 构件的碳纳米管含量能够显著提升

构件静态与动态稳定性, 拉胀效应则不同程度地

提高构件临界载荷与动力失稳频率. 此外, 由于板

件间的相互作用, 卷边在上、下翼缘的加劲效应在

构件动态行为中起着主导作用, 能较大提升构件

的动力失稳频率并缩小失稳区域, 但加劲板件宽

度过大则容易因其自身屈曲而丧失强化作用.  
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Dynamic instability analysis of auxetic structure with opened section 

WU Mengjing1, ZHU Jue1, HUANG Xuhao1,2,3 
( 1.Zhejiang Provincial Engineering Research Center for the Safety of Pressure Vessel and Pipeline,  

Ningbo University, Ningbo 315211, China; 2.School of Mechanics and Civil Engineering, China University of  
Mining and Technology, Xuzhou 221116, China; 3.Hwaway Technology Co., Ltd., Zhuji 311800, China ) 

Abstract: In this work, the dynamic instability behavior of carbon nanotube-reinforced composite (CNTRC) 
structures with opened section is analyzed. The motion equations for the static and dynamic instability are 
derived based on the first-order shear plate theory and finite strip method. Further, the characteristic equations 
with 2T period are obtained by using Bolotin method, and the major dynamic instability regions of the structure 
are given. Subsequently, based on this model, the effects of different carbon nanotube volume, auxetic effect and 
lip stiffener on the dynamic instability response of the structures are investigated. The results show that above 
factors can increase the frequency of dynamic instability, but the strengthening effect of the stiffener will be 
weakened with the occurrence of local buckling caused by its own width being too large.  
Key words: plates interaction; dynamic instability; auxetic effect; finite strip method; Bolotin method  
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