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摘要: 研究了含 Grushin梯度加权 m-Laplace方程 2 1 1
G G G(| | ) || || | | || || | | ,      m p qu u X u u X u u 

其中 G ( ,  | | )   x yx  是 Grushin 梯度 , 0,   2,m≥  1 2( , ) ,N NNX x y R R R     || ||X   
 1/ 2( 1)2( 1) 2(| | | | )x y    . 采用 Moser 迭代、积分估计等方法, 探讨 θ、δ、p、q 取不同值, 齐次维

数 1 2(1 )N N N    取不同上界值时, 建立 m-Laplace方程稳定解的 Liouville定理.  
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Lane-Emden 方程 1| |   pu u u是描述天文物
理中一个表现自引力位能的数学模型 , 其解的
Liouville 定理可用来研究椭圆方程解的 L界, 以
解决非线性分析中紧性缺失的问题. 1992年, Bahri
等 [1]首次在有界光滑开区域内研究椭圆方程

( , )u f x u  解的Morse指标数大于等于非零解集
的连通分量个数, 证明其解Morse指标数有界等价
于解的 L界. 椭圆方程 Morse 指标数是指线性化
方程的负特征值个数, 如果椭圆方程解的Morse指
标数为零, 则称其解是稳定的. 

2007年, Farina[2]给出了 Lane-Emden方程稳定
解和有限Morse指标解的完全分类, 即当指数 p属
于次临界和超临界时, 方程稳定解和有限Morse指
标解的 Liouville定理成立; 当 p为临界指数时, 其
稳定解的 Liouville 定理成立, 但存在有限能量的
有限 Morse 指标解. 对于双调和 Lane-Emden方程

2 1| |   pu u u , Dávila等[3]利用单调公式、Pohozaev
恒等式、Souplet不等式, 结合积分先验估计等方法
给出了类似于文献[2]的结果, 即给出稳定解和有
限Morse指标解的完全分类. 采用文献[2-3]中的方
法, 有关学者研究了多调和 Lane-Emden 方程, 加
权的双调和 Lane-Emden方程、分数阶椭圆方程稳
定解和有限Morse指标解的完全分类[4-7]. 

近年来, 含 Grushin 算子的椭圆方程引起了广
泛关注, 但 Grushin 算子 2

G : | |    x yx  是非对

称的, 且在 2{0} NR 流行上是退化的, 这种退化性
会导致拉普拉斯算子所具备的很多性质不再成立, 
这使研究含 Grushin 算子(梯度)的椭圆方程变得很
困难. 

Capuzzo等[8]证明了含有Grushin算子的 Lane- 
Emden 方程 1

G | |   pu u u在 / ( 2)p N N   条件

下非负解的 Liouville定理成立. 2010年, Monticelli[9]

利用移动平面法结合 Kelvin 变换 , 在 p   
( 2) / ( 2)N N   条件下, 证明了含有 Grushin 算
子的 Lane-Emden方程非负经典解的Liouville定理
成立. 2015 年, Yu[10]利用同样的方法证明了含有

Grushin 算子的 Lane-Emden 方程非负弱解的
Liouville定理成立. 利用 Bootstrap方法, 结合积分
先验估计, Duong 等[11]研究了含 Grushin 算子和  
梯度项的椭圆方程稳定解的 Liouville 成立 . 
Mtaouaa[12]证明了含 Grushin 算子的加权椭圆系统
稳定解的 Liouville定理成立. 基于 Bootstrap方法、
解稳定性定义以及积分先验估计等方法, Mtiri[13]

研究了含 Grushin 算子加权的椭圆系统稳定解的
Liouville定理.  

本文研究含Grushin梯度的加权m-Laplace方程: 
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2
G G G(| | )   mu u  

1 1|| || | | || || | | ,p qX u u X u u    (1) 

其中: G ( ,| | )   x yx  是 Grushin 梯度, 0, m≥ 

2, 1 2( , ) ,N NNX x y R R R     || ||X   1/ 2( 1)2( 1) 2(| | | | )x y    ,
齐次维数 1 2: (1 )N N N    .  

本文得到 2个主要结果. 
定理 1  设 u是加权 m-Laplace方程的稳定解, 

1q m  , 1q p ≥ , 对任意的 满足下面 2 个条
件之一: 

(H1)当0 1p m ≤ 时, 有: 

2 1 2 ( 1)
1 .

1
q m q q m

m


    



≤  

(H2)当 1p m  且 ( )p q m q p    时, 有: 

2 1 2 ( 1)
1

p m p p m
m


    




≤
  

2 1 2 ( 1)
.

1
q m q q m

m
    


 

齐次维数N满足: 
( 1) ( ) ,

1
m m qN

q m
     


 

 

则 0u  .  

定理 2  设 u是加权的 m-Laplace 方程的稳定
解, 1q p m   , 对任意的 满足条件: 

2 1 2 ( 1)
1

p m p p m
m


    




≤  

2 1 2 ( 1)
,

1
q m q q m

m
    


 

且 δ和 θ满足 ( )p q m q p    , N满足: 
( 1) ( ) ,

1
m m pN

p m
     


 

 

则 0.u   

注 1  本文采用 Farina[2]中的 Moser 迭代、测
试函数和积分先验估计等方法, 解决方程中由于
权项指数不同和含 Grushin梯度的 m-Laplace 算子
所产生的困难. 

注 2  由定理 2中 δ、θ、p、q和 N所满足的

条件, 计算发现: 
( 1) ( )

1
m m q

q m
     


 

  

( 1) ( )
1

   
 

m m p
p m

    

成立. 即定理 2 中齐次维数 N所取得的上限值更

大. 

1 预备知识和引理 

首先给出 m-Laplace方程弱解的定义. 
定义 1  如果对所有 1

0C ( ),NR  1|| || | |pX u u   
1 1|| || | | ( ),q N

locX u u L R    有: 
2

G G G| | d d


    N

m

R
u u x y   

1|| || | | d dN

p

R
X u u x y 


   

1|| || | | d d N

q

R
X u u x y   (2) 

成立, 则称 u为 m-Laplace方程的弱解. 
定义 2  设 u是 m-Laplace 方程(1)弱解, 对所

有 1
0C ( ),NR 1 1 1

loc|| || | | || || | | ( ),  p q NX u u X u u L R   
m-Laplace方程关于 u的二次型定义为: 

2 2
G G( ) : | | | |    N

m
u R

Q u   

4 2
G G G( 2)| | ( ) d d +     

mm u u x y  
1 2|| || | | d dN

p

R
p X u x y     

1 2|| || | | d d .N

q

R
q X u x y    

如果对所有的 1
0C ( )NR , 有 ( ) 0uQ  ≥ 成立, 

则称 u为 m-Laplace方程的稳定解. 
利用内积性质, 有: 
引理 1  对所有的 1

0C ( )NR , 如果 u 是 m- 
Laplace方程的稳定解, 则有: 

 1 1 2|| || | | || || | | d dN

q p

R
q X u p X u x y    ≤ 

2 2
G G( 1) | | | | d d   N

m

R
m u x y  (3) 

成立. 

受文献[14]启发, 从特征值角度给出m-Laplace
方程的稳定解定义. 

定义 3  m-Laplace 方程的解称为稳定的, 如
果存在正的第一特征值 0v  和正的光滑特征函数

 , 使得: 

 2
G G G

1

1

( 1) | |

|| || | |
|| || | | ,

,
0,







     

 

 



   

m

p

q

m u

p X u
q X u v
X

X









 


 
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引理 2  如果u是m-Laplace方程的稳定解, 则
有: 

 1 1 2|| || | | || || | | d dN

q p

R
q X u p X u x y    ≤ 

2 2
G G( 1) | | | | d d   N

m

R
m u x y  

成立, 其中 1
0C ( )NR . 

证明  由定义 3易知: 
1|| || | |qq X u  ≤ 

 2
G G G( 1) | |      mm u   

1|| || | |pp X u  ≤ 
2 2

G G G( 1) | | ( / )d d     N

m

R
m u x y    

1 2|| || | | ( / )d dN

p

R
p X u x y      

2
G G( 1) | |     N

m

R
m u   

1 2 2
G G[2 ]d d   x y       

1 2|| || | | d dN

p

R
p X u x y  ≤ 

2 2
G G( 1) | | | | d d    N

m

R
m u x y  

1 2|| || | | d d .N

p

R
p X u x y    

将上面不等式两端同乘以 2 /  , 其中   
1
0C ( )NR , 并进行分部积分可得: 

1 2|| || | | d dN

q

R
q X u x y     

1 2|| || | | ( / )d dN

q

R
q X u x y      

结论成立. 

引理 3  设 u 是 m-Laplace 方程的稳定解, 
2m≥ , 对任意的 1≥ , 如果条件 

2( 1) ( 1)
4

mq p


 
 ≥  (4) 

成立, 则对任意的 1
0C ( )NR  , 存在正整数 k 和常

数 , , , , , 0,n m p q kC C    使得不等式 

 1
G| | | | || || | |    N

m q

R
u u X u    

|| || | | d dp mkX u x y   ≤ 
( 1) ( )

1 1
G|| || | | d d

  


    N

m m q
q m q m

R
C X x y

  

  (5) 

成立.  

证明  分 4步进行证明. 
第 1步, 对所有的 (0, )  , 证明不等式 

1

G( ) | | | | d d


  N

m m

R
u u x y


   ≤ 

1
G| | | | d d    N

m m

R
C u x y

   

 || || | | || || | | d dN

q p m

R
X u X u x y       (6) 

成立. 
在式(2)中选取测试函数 1: | | ,mu u   计算可

得: 
1 1 1

G G G| | | | .      m mu u m u u       

代入式(2), 可得: 
1

G| | | | d d + N

m m

R
u u x y   

2 1 1
G G G| | | | d d =     N

m m

R
m u u u u x y    

 || || | | || || | | d d .N

q p m

R
X u X u x y       

再使用 Young不等式, 可得: 
1

G| | | | d d    N

m m

R
u u x y   

 N || || | | || || | | d d  q p m

R
X u X u x y     ≤ 

1 1
G G| | | | | |d d   N

m m

R
m u u x y  ≤  

( 1)( 1) 1
1 1

G| | | | d d +
  

  
 

 
 N

m
m m

m mm
R

u u x y


   

1

G| | | | d d =
  

 
 

 N

mm
m

R
C u x y



   

1
G| | | | d d  N

m m

R
u u x y   

1
G| | | | d d ,   N

m m

R
C u x y

   

从而对所有的 (0,  )  , 式(3)成立. 

第 2步, 在式(3)中选测试函数 ( 1)/2 /2: | | ,mu u   
直接计算可得: 

1
2 2

G G
1| |

2


   

m

u u
   

1 2
2 2

G| |
2

 


mm u u



  , 

代入式(3), 并计算可得: 

|| || | | d dN

q m

R
q X u x y    

21|| || | | d d ( 1)
2N

p m

R
p X u x y m  

    
  ≤  

1
G

1| | | | d d + ( 1)
2

 
   N

m m

R
u u x y m m   

21 1
G G| | | | | |d d ( 1)

4
      N

m m

R

mu u x y m   
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2 1 2 2
G G| | | | | | d d .    N

m m

R
u u x y    (7) 

应用 Young 不等式估计式(7)的最后 2 项, 分别

可得: 
1 1

G G
2( 1) | | | | | | d d

1
   

  N

m m

R
m m u u x y 


≤ 

( 1)( 1) 1
1 1

G| | | | d d +
2

  
  

 
 

 N

m
m m

m mm
R

u u x y
   

1

G| | | | d d =
  

 
 

 N

mm
m

R
C u x y



   

1
G| | | | d d

2
  N

m m

R
u u x y   

1
G| | | | d d ,   N

m m

R
C u x y

   

以及对所有的 2m≥ , 有: 
22 2( 1)

4 1
m m


 

   
 

2 1 2 2
G G| | | | | | d d    N

m m

R
u u x y   ≤ 

( 1)( 2) 2
2 2

G| | | | d d
2

  
  

  
 

 N

m
m m

m mm
R

u u x y
   

2( 1) 2
2

G| | | | d d
  

  
 

 N

m
m

m
R

C u x y


   

1
G| | | | d d

2
  N

m m

R
u u x y   

1
G| | | | d d   N

m m

R
C u x y

  . 

将上面这 2 个不等式代入式(7), 整理可得: 

 || || | | || || | | d dN

q p m

R
q X u p X u x y       ≤  

2
1

G
1 ( 1 ) | | | | d d +

2
     

   N

m m

R
m u u x y

   

1
G| | | | d d .   N

m m

R
C u x y

   (8) 

第 3 步, 证明不等式 

 1
G| | | | || || | | || || | |      N

m q p

R
u u X u X u      

1
Gd d | | | | d d   N

m m m

R
x y C u x y ≤  (9) 

成立. 联合式(6)和式(8)可得: 

 || || | | || || | | d dN

q p m

R
q X u p X u x y       ≤  

2( 1) ( 1 )
4( )

m 
 

  



 

 || || | | || || | | d d +N

q p m

R
X u X u x y        

1
G| | | | d d ,   N

mm

R
C u x y

   

即有: 
2( 1) ( 1 )

4( )
mq   

   

 
 

 

|| || | | d dN

q m

R
X u x y     

2( 1) ( 1 )
4( )

m p   
   

 
 

 

|| || | | d dN

p m

R
X u x y   ≤ 

1
G| | | | d d   N

m m

R
C u x y

  . 

因为 
2( 1) ( 1) ,
4

mq p


 
 ≥  

选取足够小的 (0,  )  , 使得不等式: 

 
2( 1) ( 1 )

4
mq p 
 

  
 

  
成立. 则有: 

 || || | | || || | | d dN

q p m

R
X u X u x y       ≤ 

1
G| | | | d d .   N

mm

R
C u x y   

再联合式(6), 可得式(9)成立. 
第 4 步, 令 k  , 其中 k 是足够大的正整数

且满足: 

1 1q mk
q

  
  

≥ ,  

则有: 

 1
G| | | | || || | | || || | |      N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 
1 ( 1

G| | | | d d .    N

m m k m

R
C u x y）    (10)

 

 

应用 Young 不等式可得: 

 1
G| | | | || || | | || || | |        N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 

( 1) 1
1 ( 1)1 || || | | d d

2


   

  
 

  
 

 N

q
m m

m m kq

R
X u x y


  

   

( 1) 1

G|| || | | d d


   


 
  

 
 N

q
m q m

mq

R
C X x y


 

  ≤ 
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1 || || | | d d
2 N

q mk

R
X u x y      

( 1) ( )
1 1

G|| || | | d d ,
  


    N

m m q
q m q m

R
C X x y

  



 

 

即有: 

 1
G| | | | || || | | || || | |      N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 
( 1) ( )

1 1
G|| || | | d d ,

  


    N

m m q
q m q m

R
C X x y

  

  

证毕. 

2 定理的证明 

定理1证明  设  0C ,  [0,  1]i R  , 1,2i  , 且

在[ 1,  1] 上 1i  , 在 1 ( 1) 1 ( 1)[ 2 ,  2 ]i i     外有 0i  . 
对任意的 0R  , 定义: 

1 2 1
| | | |( , ) : ,

       
   

R
x yx y
R R    

则存在与 R 无关的正常数 C, 使得: 

( , ) ,x R
Cx y
R

 ≤   

1( , ) ,y R
Cx y

R  ≤  

2( , ) ,x R
Cx y
R

 ≤  

2( 1)( , ) .y R
Cx y

R   ≤  

如果定理 1 中的条件(H1)或者(H2)成立, 则容

易验证引理 3 中式(4)成立, 从而由引理 3 可以得到

式(5)的结论成立. 令 ,R   则有: 

 1
G| | | | || || | | || || | |        N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 


 2 12

1
G| | | |








R R

m
B B

u u


  

 d d|| || | | || || | |
q p mk x yX u X u
 


    ≤ 

2 1( 2 )

( 1)
1|| ||

R R

m
q m

B B
C X



 


 






 

 

( )
1

G| | d d


 
m q
q m x y



 ≤ 
( 1) ( )

1 1
.

   
   
m m qN

q m q m
CR

  


 

由定理 1 的齐次维数 N 所满足的条件可知: 

( 1) ( ) 0,
1 1

m m qN
q m q m

  
  

   
  

 

令 R  , 则 0.u   

定理 2证明  采用引理 3 的证明, 对式(10)使
用 Young 不等式可得: 

 1
G| | | | || || | | || || | |      N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 
( 1) 1

( 1)1 || || d d
2 N

p
m m

m kp

R
X x y


   


 

  
 




  
    

( 1) 1

G|| || | | d d


   


 
  

 
 N

p
m p m

mp

R
C X x y


 

  ≤ 

1 || || | | d d +
2 N

p mk

R
X u x y

    

( 1) ( )
1 1

G|| || | | d d ,
  


    N

m m p
p m p m

R
C X x y

  

  

其中: 

1 1p mk
p 

  
  

≥ , 

即可得: 

 1
G| | | | || || | | || || | |        N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 
( 1) ( )

1 1
G|| || | | d d ,

  


    N

m m p
p m p m

R
C X x y

  

  

与定理 1 相同, 选取 : R  并计算可得: 

 1
G| | | | || || | | || || | |        N

m q p

R
u u X u X u      

d dmk x y ≤ 
( 1) ( )

1 1 .
m m pN
p m p mCR


    

 
     

由定理 2 中齐次维数所满足的条件可知: 
( 1) ( ) 0.

1 1
m m pN
p m p m

    
  

      
令 R  , 则 0u  . 
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Liouville type theorems for stable solutions of the weighted m-Laplace 
equation with Grushin gradient 

QIU Jialu, HU Lianggen 

( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In the paper, the weighted m-Laplace equation with Grushin gradient is considered 2
G G G(| | )   mu u  

1 1|| || | | || || | |p qX u u X u u   where G ( ,  | | )   x yx 

 is Grushin gradient, 0,  2,m≥ ( , )X x y  NR   
1 2 ,N NR R   1/ 2( 1)2( 1) 2|| || (| | | | )X x y    . By employing Moser iteration and integral estimate, the Liouville 

type theorems of stable solution for m-Laplace equation is established, when θ, δ, p, q take different values and 
the homogeneous dimension 1 2(1 )N N N     takes different upper bound values. 
Key words: Grushin gradient; weights; stable solution; Liouville-type theorem 
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