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摘要: 为研究一类特殊的芬斯勒度量, 即具有弱迷向旗曲率的弱 Landsberg 度量, 首先研究了这

类特殊度量的一些特殊性质, 其次给出了这类特殊度量的畸变, 最后证明这类度量在特定情形

下会退化成黎曼度量。 
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芬斯勒几何中的几何量被分为两类: 黎曼型

曲率量和非黎曼型曲率量。旗曲率是黎曼型曲率量

中一个非常重要的曲率量, 是黎曼流形中截面曲

率在芬斯勒流形上的一个自然推广。考虑 n维芬斯

勒流形 ( , )M F , ( , )F F x y 为微分流形 M 上的一

个芬斯勒度量。 ( , )M F 的旗曲率一般不仅仅与

0( , )x y TM 有关, 还与一个 2 维平截面 P有关, 即
( , , )K K x y P 。若旗曲率 K是一个常数, 则称 F具

有常旗曲率; 若旗曲率 ( )K K x 仅是 x M 的函

数, 则称 F 具有迷向旗曲率; 若旗曲率 ( , )K K x y
仅是 0( , )x y TM 的函数, 则称 F具有数量旗曲率。 

目前, 针对数量旗曲率已有许多研究结果。

Cheng[1]研究了具有数量旗曲率的 ( , )  度量 ; 
Mo[2]研究了具有弱迷向旗曲率的芬斯勒度量与具

有常旗曲率的芬斯勒度量之间的关系; Chen 等[3]刻

画了具有迷向 S曲率的局部射影平坦Randers度量; 
Chen等[4]研究了一类具有数量旗曲率的弱Berwald
度量; Mo 等[5]刻画了一类特殊的具有数量旗曲率

的 ( , )  度量; 张淑洁等[6]在研究具有 m次根的射

影平坦芬斯勒度量时, 也考虑了度量具有零旗曲

率的情况; 郑大小[7]和 Zheng[8]研究了两类具有常

旗曲率和零旗曲率的芬斯勒卷积度量。近些年, 有
学者[9-10]在研究数量旗曲率性质的同时, 构造了许

多新的具有数量旗曲率的度量。 

特别地, 若F 的旗曲率满足以下形式: 

3 ( )K x
F
    (1) 

其中: ( )x 是一个纯量函数,  是 M 上的一个1-  
形式, 则称 F具有弱迷向旗曲率。 

目前, 关于弱迷向旗曲率的研究已有较大进

展。Cheng 等 [11]研究了具有弱迷向旗曲率的

Randers 度量的局部结构; Xia[12]刻画了具有弱迷向

旗曲率的 Kropina 度量; Li[13]对 3 维及以上具有弱

迷向旗曲率的芬斯勒度量进行了刻画, 证明此类

度量必为 Randers 度量。但是, 有关 2 维的情形尚

未见有分类刻画报道。 
笔者通过对弱 Landsberg 度量的数量旗曲率以

及弱迷向旗曲率研究, 得到以下结果。在下文中, 
下标“|”表示关于度量 F 的共变导数, 下标“;”

表示关于 ky 的偏导数。 
定理 1  设 ( , )F F x y 是 n维流形M上的一个

弱 Landsberg 度量 ( 2)n≥ 。如果 F具有非零数量旗

曲率 ( , )K K x y , 那么 F的畸变 满足 
1ln | |

3
n K c 

    

其中: ( )c c x 是一个关于 x的C 函数。 
基于定理 1, 在弱迷向旗曲率情形下, 可以得

到定理 2。 
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定理 2  设 ( , )F F x y 是 n维流形M上的一个

弱 Landsberg 度量 ( 2)n≥ 。如果 F具有非零弱迷向

数量旗曲率 3 / ( ),K F x    且 F的 hv-曲率满足

| 0i m
j kl mP y  , 那么 F是一个黎曼度量。 

1 预备知识 

首先介绍有关芬斯勒几何的基本知识[14]。 
设 M 是一个 n 维光滑流形 , ( , ) :F F x y  

[0, )TM   是其切丛上的非负函数。若 F满足  
(1) 光滑性: ( , )F F x y 是 \{0}TM 上的一个

C 函数。 
(2) 正齐性:  

0, , ( , ) ( , )   xy T M F x y F x y    

(3) 强凸性: 0y  ,  
21( , ) [ ]

2
i jij y yg x y F 构成正定矩阵,  

其中: 
2 2

2[ ] i j i jy y
FF

y y



 

 

则称 F为 M上一个芬斯勒度量。 ( , )M F 的 Cartan
张量 :TM TM TM R   C 定义为 

d d di j k
ijkC x x x  C  

其中: 
21 1

4 2
ij

ijk i j k k

gFC
y y y y


 

   
 

 ( , )M F 的平均 Cartan 张量 :TM RI 定义为 

d k
kI xI  

其中: ij
k ijkI g C 。 

若 ( , )M F 的 Cartan 张量和平均 Cartan 张量

满足 
1

1
)(jkm jm k km j jk mC h I h I h I

n
  


 (2) 

则称 F是 C-可约的, 其中 2
kj kj k jh g F y y  表示 F

的角度量张量的分量。 
( , )M F 的体积元可表示为 

1d : )( d d n
F FV x x x      

其中: ( )F x 是测度函数。 
芬斯勒度量 F的畸变 定义为 

det( )
ln ij

F

g



  (3) 

显然, F是一个黎曼度量, 当且仅当 ( )x  。 
( , )M F 的测地方程为 

2

2
d d2 0,
d d

i
ix xG x

t t
 
 
 

   

其中: 

 2 21 [ ] [ ]
4

m l l
mi il

x y xF y FG g   

称为 ( , )M F 的测地系数。 ( , )M F 的 Cartan 张量沿

测地线的变化率称为 Landsberg 曲率 L , 定义为 
d d dj k l

jklL x x x  L  

其中:  
1 [ ]
2 i j k l

i
jkl y y y yL FF G   

F被称为一个 Landsberg 度量, 当且仅当 0L 。其

平均称为平均 Landsberg 曲率 :TM RJ , 定义为 

d l
lJ xJ  

其中: jk
l jklJ g L 。 

F 被称为一个弱 Landsberg 度量, 当且仅当

0J 。 
对任意一点 x M 和 \{0}xy T M , 黎曼曲率

R定义为 

di k
k iR x
x


 


R  

其中: 
2

2
i i

i m
k k m k

G GR y
x x y
 

  
  

 

2
2

i i m
m

m k m k
G G GG

y y y y
  


   

 

陈联络的曲率 2 -形式为
  

di i k i
j j j kΩ        

1
2

i k l i k n l
jkl jklR P        

其中: i
jklR 和 i

jklP 分别为 hh-曲率张量的分量和 hv-
曲率张量的分量。 

第二 Bianchi 恒等式的张量表示为 

| | |
i i i
jkl m jlm k jmk lR R R    

i s i s i s
jms kl js lm mkj lsP R P R P R   

; | |
i i i i s i s

lm kmj kl m j kml j lm k j ks j lsR P P P L P L     

; ; 0 i i
j kl m j km lP P  (4) 
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芬斯勒流形中的旗曲率是黎曼流形中截面曲

率的自然延伸。固定切丛 xT M 中的任意一点 ( , )x y , 
设 span{ , }P y v 是 xT M 中包含 y的 2维平截面, 其
中 i

iy y  , i
iv v  , 则以 y 为旗杆的 P 的旗曲率

定义为 

 
2

( ),
( , , )

( , )( , ) ( , )
yy

yy y

R v vg
K x y P

g y vg y y g v v


   
 

可以看出, 旗曲率不仅仅取决于 2维平截面P, 
同样取决于旗杆 y。特别地, 如果 K是一个常数, F
被称为具有常旗曲率。如果 ( )K K x , F被称为具

有迷向旗曲率。在局部坐标系下, F具有数量旗曲

率当且仅当 
2( , ){ },k

i i i
k k yR K x y F FF y   (5) 

进一步, 当 K满足式(1)时, F被称为具有弱迷向旗

曲率。 

2 具有数量旗曲率的弱 Landsberg 度量 

研究具有数量旗曲率的弱 Landsberg 度量的一

些性质, 为主要定理的证明铺垫。 
引理 1  设 ( , )F F x y 是 n维流形M上的一个

弱 Landsberg 度量 ( 2)n≥ 。如果 F具有非零数量旗

曲率 ( , )K K x y , 那么 F满足 

;
3

1
 

k kK KI
n

 (6) 

特别地, 若 F为 Landsberg 度量, 则其必为 C-
可约的度量。 

证明  对式(5)关于 ly 求导, 可得 
2

; ; ( )i i i
k l l k kR K F y y    

2(2 )  k l
i i i i

l k l k k ly yK y F y y y FF y y   

再由 ; ;
1 ( )
3

i i i
kl k l l kR R R  [14]可得 

; ;
1{ }
3

i i i i
kl l k k l lkR K h K h K    (7) 

其中: 
i i i
lk l k k ly y     

2 2i ik i k i
j kj j jkh F g h F g y y    

2
kj kj k jh g F y y   

为简便起见, 约定 

;

i
i i ilk
lk j jl k kj lj g g

y


  


  


 

;
; ; 2 2

i
lk ji i i

lk j m jlm k jkm lm C C
y


  


  


 

; 2
i

i i i ik
k j j k kj k jj

hh y g y y
y

 


   


 

;
; ;

i
k ji

k j m m

h
h

y


 


 

2 2  i i i i
jm k km j kj m kjmg g g C y    

对式(7)关于 jy 求导, 可得 

; ; ; ; ;
1
3

i i i i
kl j lk j j lk l j kR K K K h      

; ; ; ; ; ;
1 1 1
3 3 3

i i i
l k j k j l k l jK h K h K h   (8) 

对式(8)关于 my 求导, 可得 

; ; ; ; ; ; ; ; ; ;
i i i i i
kl j m lk j m m lk j j lk m j m lkR K K K K         

; ; ; ; ; ; ; ; ;
1 1 1
3 3 3

i i i
l j k m l j m k l k j mK h K h K h  

 

; ; ; ; ; ; ; ; ;
1 1 1
3 3 3

i i i
l m k j k j l m k j m lK h K h K h    

; ; ; ; ; ;
1 1
3 3

i i
k l j m k m l jK h K h  (9) 

此外, 已知[14] 

; | |
i i i i i s i s

kl j kj l lj k ks lj ls kjj klR R L L L L L L      (10) 

其中: i il
ks lksL g L , 即上指标由 ilg 作用所得。下文

同。对式(10)关于 my 求导, 可得 

; ; | ; | ;;
i i i i

kl j m kj l m lj k mj kl mR R L L     

; ; ; ;  i s i s i s i s
ks lj m ks m lj ls kj m ls m kjL L L L L L L L  (11) 

由式(11)和式(4)中的第二个式子, 可得 

; ; | |
i i i ii s s

kl j m lm kmj km l j lm k j ks j lsR P P P L P L      

| ; | ; ; ;
i i i s i s
kj l m lj k m ks lj m ks m ljL L L L L L     

; ;i s i s
ls kj m ls m kjL L L L  (12) 

由式(9)和式(12), 可得 

; ; ; ; ; ; ; ;
i i i i
lk j m m lk j j lk m j m lkK K K K        

; ; ; ; ; ; ; ; ;
1 (
3

i i i
l j k m l j m k l k j mK h K h K h  

 
; ; ; ; ; ; ; ; ;

i i i
l m k j k j l m k j m lK h K h K h    
; ; ; ; ; ; )i i
k l j m k m l jK h K h   
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| |
i i i s i s
j km l j lm k j ks lm j ls kmP P P L P L     

| ; | ; ;
i i i s
kj l m lj k m ks lj mL L L L    

; ; ;
i s i s i s
ks m lj ls kj m ls m kjL L L L L L   (13) 

通过简单计算可知 , 0,i
lk iy  0,i

l ih y  
2

;
i
l m i lmh y h F  。因此, 将式(13)和 s

i isy g y 作缩并, 
可得 

;2( ) ( )jlm k jkm l jl k kj l mC y C y K g y g y K     
2

;
1( ) (2
3lm k km l j jlmg y g y K F C    

;2 )jm l lm j jl m kg y g y g y K    
2

; ; ; ; ; ; ;
1 1 (
3 3

i
l k j m i km l j jk l mK h y F h K h K     

; ; ; ; | |) 2( )  jl k m lm k j jkml jlm kh K h K L L  (14) 

再将式(14)与 ly 作缩并, 可得 
2

|
l

jkml jkmL y KF C 
 

2
; ; ;

1 ( ) 0
3 jm k km j jk mF h K h K h K    (15) 

已知: 

,im
jkm kL g J  1jm

jmh g n   

; ; ,jm
km j kh K g K  ; 0jm

jk mh K g   

将式(15)和 jmg 作缩并, 可得 

2 2
| ;

1 ( 1) 0
3

l
k l k kJ y KF I F n K     (16) 

由式(16)和假设 0J , 可得 

;
3

1k kK KI
n

 


 

即式(6)。 
特别地, 当 F 为 Landsberg 度量, 即 0L 时, 

将式(6)代入式(15)可得 

)1 (
1jkm jm k km j jk mC h I h I h I

n
  


 

因此, 由式(2)可知 F 是C -可约的。至此, 引理 1
得证。 

3 主要定理的证明 

通过引理 1 和式(3)中畸变 关于 iy 的导数 

 ln det( )i ij iiy g I
y

 
 


 

给出了主要结果定理 1 和定理 2 的证明。 

定理 1 证明  由假设 0J 以及 0F  可知, 式
(16)等价于 

1 0
3

kk y
nKI K

   (17) 

由式(17)和假设 0K  , 可得 
1 1(ln | |)

3 3
k

k k
y

ky y

Kn nI K
K


 

      

因此, 
1ln | |

3
n K c 

    

其中: ( )c c x 是一个关于 x的C 函数。至此, 定
理 1 得证。 

定理 2 证明  当流形的维数为 2, 即 2n  时, 
0J 等价于 0L 。当流形的维数大于 2, 即 3n≥

时, 具有非常数弱迷向旗曲率的度量 F 一定是

Randers 度量 [13] 。已知当 Randers 度量是弱

Landsberg 度量时, β关于 α平行, 即 β关于 α的黎

曼联络等于 0, 此时 F是一个 Landsberg 度量[15-16], 
即 0L 。因此, 将式(13)与 k

i 作缩并, 可得  

;2 ( 1) ( 1)jlm lm jC n K g n K     

; ;
2( 1) ( 2)
3jl m jm lg n K g n K     

; ;
1( 1) ( 2)
3

   l j my n K n  

2
; ; ; ; ; ; ;(2 2 )  m j l j l m j l my K y K F K  

| |i i
j iml j lm iP P  (18) 

将式(18)与 ly 作缩并, 可得 
2

; ; ; ;
1 ( 1)( )
3 j m m j j mn K y K y F K     

|
i l
j im lP y  (19) 

再将式(19)与 jmg 作缩并, 可得 
2

; ; |
1 ( 1)
3

jm i l jm
j m j imln F K g P y g   (20) 

对 3 / ( )K F x   关于 jy 和 my 求一阶和二

阶导数, 可得 
1 3

; 3 3j j jK F F y     
3

; ; 3 ( )j m j m m j jmK F y y g        
59 

j mF y y   (21) 

由假设 | 0,i m
j kl mP y  将式(21)代入式(20), 可得 

2 1( 1) 0n F     
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当 2n≥ 时, 0 , 此时 ( )K x 与 y 无关, 即 F
具有迷向旗曲率。通过定理 1 可知,  也与 y无关, 
因此, F是一个黎曼度量。至此, 定理 2 得证。 
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A class of Finsler metrics with weakly isotropic flag curvature 

QIAO Haibin, LI Benling 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China )  

Abstract: A specific class of Finsler metrics, namely weakly Landsberg metrics with weakly isotropic flag 
curvature, is studied. Firstly, some special properties of this specific class of metrics are studied. Secondly, the 
distortion of these specific metrics is given. Finally, it is proved that such metrics degenerate into Riemannian 
metrics under certain conditions. 
Keywords: Finsler metric; flag curvature; weakly Landsberg metric; weakly isotropic flag curvature 
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