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一类分数阶扩散方程的反问题 
——基于谱方法和 PINNs 方法 
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摘要：提出了一种基于物理信息神经网络（Physics-Informed Neural Networks，PINNs）的方法，

用于求解无界区域分数阶扩散方程的参数反演问题。首先用延拓法将非局部的分数阶扩散方程

转换为高一维局部方程，克服非局部数值求解的困难；然后用 PINNs 方法解出局部方程谱的展

开系数和反演参数值，解决了无界区域数值求解问题；最后通过数值实验验证该方法的有效性。 
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分数阶扩散方程在描述反常扩散现象方面能

力较强，如异常运输[1]、多孔介质溶质运输[2]、湍

流[3]、细胞内分子运输[4]等，因此广受关注。分数

阶模型对应的反问题，即依赖适当的附加信息来识

别模型中的未知参数。对于分数阶反问题，传统数

值解法通常须多次正问题迭代求解，如伴随法[5]、

Tikhonov 正则化法[6]，不仅计算成本较高，而且理

论体系也不完善。物理信息神经网络（Physics- 
Informed Neural Networks，PINNs）方法[7]具有端

到端求解的优势，即将未知参数作为网络可训练变

量，与方程残差共同优化。因此相较于传统数值解

法，基于 PINNs 方法在解决反问题上具有优势。 
PINNs 方法作为一种强大的反问题求解工具，

已在电磁学[8]、航空航天[9]等多个领域应用。然而

PINNs 方法依赖自动微分技术计算导数，不能直接

用于非局部特性的分数阶导数，为此许多学者针对

分数阶问题的数值解法进行了研究。 
分数阶扩散方程可分为时间和空间两类，目前

针对时间分数阶扩散方程的反问题研究已取得一

定进展[10-12]，而针对空间分数阶扩散方程的反问题

算法研究相对较少。Pang 等[13]结合有限差分法和

PINNs 方法求解分数阶平流扩散方程；Wang 等[14]

提出基于幂级数展开的 PINNs 方法，用于求解变

阶空间分数阶偏微分方程。这类研究均聚焦于有界

域上的分数阶扩散方程，而在实际应用中，许多全

局现象的建模须在无界域上进行，如大气污染[15]、

流行病[16]、全球碳排放[17]等，应用 PINNs 方法解

决无界域分数阶扩散方程的反问题已成为研究热

点之一，但目前该问题尚缺乏有效求解算法。由于

PINNs 方法难以对无界变量进行简单归一化，因此

很难处理无界区域问题。为此，有学者提出了谱适

应物理信息神经网络（s-PINNs）方法[18]，用以解

决该问题。s-PINNs 方法通过结合谱方法在无界域

中构造谱格式近似解，可计算无界域中经典偏微分

方程，有效处理解在无穷远处的渐近行为。但是

s-PINNs 方法不能解决无界域上非局部的分数阶正

反问题。因此，本文基于 s-PINNs 方法，通过引入

延拓法[19]克服分数阶算子非局部的难点，构建一种

解决无界域分数阶扩散方程反问题的算法，即分数

阶谱物理信息神经网络（fs-PINNs）方法。考虑的

无界域分数阶扩散方程为 
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其中：c 为扩散系数； (0,1)s ；u 为式（1）解； ( )f u
为依赖 u 的已知函数； ( , )g x t 为依赖 x 和 t 的已知

函数； 0 ( )u x 为 0t 时刻u的初值；分数阶 Laplace
算子 ( ) s 定义为 
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算法在空间方向 x 上采用谱方法的截断正交

基函数（如 Hermite 函数）构建出逼近空间，在时

间方向 t 上采用高阶隐式 Runge-Kutta 方法通过均

匀时间离散化推进解的演化，设离散时间步长

1  j jt t t ， 0,1, , / j T t 。通过在时间区间

(0, ]T 内选取离散时间点 1, /( , ) jt j T t ，在每个

时间点 jt 上的 ( , )ju x t 从已知节点 x 处获得数据，以

此反演式（1）中未知参数 c 和 s。反演 c 和 s 的难

点在于分数阶算子的非局部性，所以针对分数阶算

子，采用延拓法[19]将非局部分数阶偏微分方程转换

为高一维局部方程，然后将转换后局部方程嵌入

s-PINNs 方法框架中实现求解。最后通过数值算例

验证该算法的有效性。 

1 基于 PINNs 方法分数阶扩散方程的参数反演

模型 

为反演参数 c 和 s，假设从已知 ( 1)n 个节点

获得的先验数据为 ( , )i ju x t ，  d
ix R ， 0,1, ,i n ，

0,1, , / j T t 。此时参数反演模型转化为求如下

非线性最优化问题的解： 
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其中： 表示待反演参数 c 和 s； ( , ; )i ju x t  是以
为参数，从式（1）获得的数值解。 

为解决分数阶 Laplace 算子非局部性问题，引

入 Caffarelli 等[19]提出的延拓法，即若 U 满足高一

维局部方程 
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那么 ( ) s 可表示为 
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其中： (2 1) / s s ，是 Gamma 函数。 
于是可转化为如下非线性最优化问题的解： 
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其中： ( ,0, ; )i jU x t  是以 为参数的方程 
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的数值解，在式（1）中，令 
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如前所述，相较于传统数值解法，PINNs 方法

在解决反问题上具有优势，且该反问题定义在无界

区域，因此引入 s-PINNs 方法求解式（2）。 
对时间进行剖分，在每个离散时间步长  t  

1 0,1, , /,   j jt t j T t 内，最优化问题可表示为 
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表示以 为参数的方程 
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的神经网络谱展开数值解，其中 xN 和 zN 为谱展开

阶数。由于 x 定义在无界域上， ( )i x 采用 i 阶

Hermite 函数。z 定义在半无界域上， ( )l z 采用 l
阶 Laguerre 函数。x 和 z 采用相对应 xN 和 zN 个

Gauss 型求积节点。在每个离散时间区间 1][ ,j jt t  ，
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网络输入为各个时刻  j mt t ， 0 1 m 是时间

方向上对应的 Runge-Kutta 方法的系数，网络输出

为每个时刻 t 对应的一组谱展开系数 , 1( ; )i l jw t   ，

1j  是时间区间 1][ ,j jt t  上的神经网络可训练参数

集。结合 K 阶隐式 Runge-Kutta 方法构造神经网络

的损失函数。若给定 ( , , );jU x z t  和 1( , , ; )jU x z t  ，

根据 K 阶隐式 Runge-Kutta 方法可得 
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其中： , ( , 1,2, , )rm ra b m r K 是相应 Runge-Kutta
方法系数， 0 1 m 是时间方向上对应的 Runge- 
Kutta 方法的系数，这就构成损失函数的其中二项。 

如此构造 , ( , , ) 
x z mN N jU x z t t 是因为该方法

反演未知参数 不同于标准 PINNs 方法只考虑单

个时间点的残差，是通过对称性设计损失函数，充

分利用时间区间 1[ , ]j jt t 两端点上的信息，从两端出

发计算残差，从而提高参数推断的准确性和稳定

性。在每个时间区间 1[ , ]j jt t ，初值条件定义为 
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基于上述推导，待反演的参数须满足式（4）的约

束，因此参数反演模型可表述为如下最优化问题： 
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2  代表空间变量 x 和 z 的离散 L2 范数，即对谱方
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其中： ,i lw 为对应所选正交多项式（如 Hermite 多

项式）的 Gauss 求积权重。 1
jL 和 2

jL 分别从两个时间

端点 jt 和 1jt  出发，结合 Runge-Kutta 方法计算时间

区间 1[ , ]j jt t  上式（4）中第一个方程的均方误差。
3
jL 是计算时间区间 1[ , ]j jt t  上式（4）中第二个方程

的均方误差。通过最小化损失函数，进而根据延拓

法可得参数反演问题（式（1））的反演参数 * 和

近似解 , 1( , ) : ( ,0, ; ; )
x zN N jUu x x tt   。 

综上，可归结参数反演算法，时间区间 1[ , ]j jt t
上分数阶扩散方程参数反演算法步骤如下： 

步骤 1  给定每个时间节点 jt 上数据 ( , )i ju x t ，

0,1, ,i n ， 0,1, , / j T t 。 
步骤 2  通过谱展开式（3）构建神经网络近似

解 , 1( ,0, ; ; )x zN N jxU t   作为精确解 ( , )u x t 的近似。 
步骤 3  设 Gauss 型求积节点 0{ } 

xN
i ix 和 0{ } 

zN
l lz

的时间节点  mjt t ，利用谱展开得到近似解

, 1( ,0, ; ; )x zN N jxU t   ，得出损失函数 Lj。 
步骤 4  利用 Adam 优化器更新损失函数 Lj，

降至理想误差，停止训练，得到神经网络近似解

( , )u x t 和反演参数 * 。 

2 数值算例 

通过数值算例检验算法的有效性，考虑如下一

维修正 Allen-Cahn 方程[20]： 
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方程右端项定义为 

( 1)(2 1)( )
2

 

u u uf u  

( , ) g x t  
2

2
1 1

2 ( 1 / 2) 1 1exp( ) ( ; ; )
(1 / 2) 2 2
 

   


s sc t F s x   



 
94 宁波大学学报（理工版） 2025  

 

2exp( 3 )exp( 3 )  t x  

23 exp( 2 )exp( 2 )
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这里合流超几何函数（Kummer 函数）1 1( ; ; )F a b x [21]

定义为 
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珀赫哈默尔符号 ( )na 定义为 

0 1, (( ) ( ) 1) ( 1)    n a a a na a   
方程的解析解为 

2( , ) exp( )exp( )  u x t t x  

数值实验通过设定函数（式（7））中的参数

c 和 s 值，将式（6）中的 c 和 s作为未知参数进行

反 演 。 反 演 模 型 在 时 间 方 向 上 采 用 时 间 步 长

0.1 t 的四阶隐式 Runge-Kutta 方法最小化式（5）

给出的损失函数。神经网络架构采用 20 个全连接

线性隐藏层，每个隐藏层包含 50 个神经元，激活

函 数 选 择 ReLU 函 数 。 近 似 解 的 谱 展 开 阶 数

15 x zN N 。 
本 实 验 2 的 相 对 误 差 是 中 间 时 间 节 点

 mjt t 的神经网络近似解的 2 相对误差，这里
2 相对误差是神经网络输出谱展开系数和精确解

谱展开系数之间的 2 相对误差与谱方法的截断误

差之和。在每个时间节点  jt t ，从 
2( , ) exp( )exp( ) ( , )   j j ju x t t x x t   

获得数据，其中配置点 x 选取为 Hermite-Gauss 型

求积节点，配置点 z 选取为 Laguerre-Gauss 型求积

节点。 ( , )x t 是空间和时间上都不相关的噪声项，

( , )x t 服从正态分布，均值为 0，方差为 ，即

( , )x t ~ 2(0, )N  。在每个时间区间 1( , )j jt t 内，针

对不同的噪声程度 ，采用带有噪声的解 ( , )ju x t
和 1( , )ju x t 来反演未知参数，同时还能获得中间时

间节点  j st c t 处的神经网络近似解。 
2.1 反演未知参数 c 

式（6）的参数设置为 0.5T  ， 0.5s  。不同

噪声强度影响下 2.25c 时的反演结果见表 1，反

演参数 c与其精确值的绝对误差 | 2.25 |c 如图 1 所

示。图 1 中每个时间节点 1jt 上的反演参数 c 的绝

对误差代表该时间区间 1( , )j jt t 反演参数 c 的绝对

误差。从表 1 可见，当未加入噪声或加入的噪声强

度较小，即σ=0 或σ=10−3 时，反演参数 c 的相对

误差都控制在 5×10−2 左右，近似解的 2 相对误差

达到 310 ，模型反演效果较好；当加入的噪声强度

较大时，即σ=10−2 时，反演参数 c 的相对误差和

近似解的 2 相对误差出现不稳定现象，模型稳定

性和反演能力逐渐下降；而当加入的噪声强度过

大，即σ=10−1 时，模型的反演能力大幅下降，反

演参数 c 的相对误差十分不稳定，近似解的 2 相

对误差超过 10−1。综上表明 fs-PINNs 方法具有较

好的泛化能力和稳定性。 
表 1  不同噪声强度影响下反演参数 c的相对误差和 

神经网络近似解的 2 相对误差 

(tj, tj+1) σ=0 σ=10−3 

(0, 0.1) (0.047 7, 0.004 0) (0.050 8, 0.004 1) 

(0.1, 0.2) (0.057 2, 0.006 0) (0.049 3, 0.004 8) 

(0.2, 0.3) (0.058 4, 0.005 3) (0.061 2, 0.012 4) 

(0.3, 0.4) (0.054 0, 0.008 4) (0.049 7, 0.007 7) 

(0.4, 0.5) (0.039 6, 0.007 6) (0.045 9, 0.007 3) 

(tj, tj+1) σ=10−2 σ=10−1 

(0, 0.1) (0.004 3, 0.012 7) (0.314 1, 0.121 7) 

(0.1, 0.2) (0.202 4, 0.048 4) (0.129 1, 0.109 0) 

(0.2, 0.3) (0.032 2, 0.028 4) (0.093 5, 0.201 7) 

(0.3, 0.4) (0.059 1, 0.038 6) (0.316 9, 0.262 0) 

(0.4, 0.5) (0.132 4, 0.046 5) (0.874 7, 0.294 1) 

注：括号中第一项是反演参数 c 的相对误差 | 2.25 | /2.25c ；第二 

项是神经网络近似解的 2 相对误差。 

 
图 1  不同噪声强度影响下反演参数 c与 

其精确值的绝对误差 | 2.25 |c  

2.2 反演未知参数 s 
式（6）的参数设置为 1c  ， 0.5T  。不同噪

声强度影响下 0.5s 时的反演结果见表 2，反演参数
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s 与其精确值的绝对误差 | 0.5 |s  如图 2 所示。图 2
中每个时间节点 1jt  上的参数 s 代表该时间区间

1( , )j jt t  反演参数 s 的绝对误差。 

表 2  不同噪声强度影响下反演参数 s的相对误差和 
神经网络近似解的 2 相对误差 

(tj, tj+1) σ=0 σ=10−3 

(0, 0.1) (0.062 4, 0.005 7) (0.083 9, 0.003 6) 

(0.1, 0.2) (0.075 6, 0.002 6) (0.074 5, 0.004 1) 
(0.2, 0.3) (0.077 4, 0.003 2) (0.039 8, 0.003 7) 

(0.3, 0.4) (0.063 1, 0.007 1) (0.081 8, 0.004 5) 
(0.4, 0.5) (0.049 5, 0.008 7) (0.036 8, 0.007 2) 

(tj, tj+1) σ=10−2 σ=10−1 

(0, 0.1) (0.093 0, 0.010 2) (1.345 2, 0.138 7) 

(0.1, 0.2) (0.116 2, 0.020 4) (0.347 2, 0.161 9) 

(0.2, 0.3) (0.063 2, 0.021 8) (0.527 0, 0.255 3) 
(0.3, 0.4) (0.118 4, 0.030 2) (0.710 2, 0.209 3) 

(0.4, 0.5) (0.087 6, 0.028 5) (2.322 0, 0.410 5) 
注：括号中第一项是反演参数 s 的相对误差 | 0.5 | /0.5c ；第二

项是神经网络近似解的 2 相对误差。 

 
图 2  不同噪声强度影响下反演参数 s与 

其精确值的绝对误差 | 0.5 |s  

从表 2 可见，当未加入噪声或加入的噪声强度

较小，即σ=0 或σ=10−3 时，反演参数 s 的相对误

差控制在 7×10−2 左右，近似解的 2 相对误差达到
310 ，模型反演效果较好；当加入的噪声强度较大，

即σ=10−2 时，反演参数 s 的相对误差达到 10−1，

近似解的 2 相对误差达到 10−2，模型稳定性和反

演能力逐渐下降；当加入的噪声强度过大，即σ= 
10−1 时，反演能力大幅下降，反演参数 s的相对误

差十分不稳定，甚至超过 1，近似解的 2 相对误差

超过 10−1，说明这类强度的噪声对模型干扰极大，

显著影响其性能。综上表明，fs-PINNs 方法具有较

好的泛化能力和稳定性，当噪声强度超过临界值

时，网络的学习能力下降，无法准确从数据中提取

有效信息。 

3 结论 

结合延拓法、谱方法和 PINNs 方法，对无界

域分数阶扩散方程参数反演问题的解法进行了探

讨 。 该 参 数 反 演 问 题 的 主 要 难 点 在 于 分 数 阶

Laplace 算子的非局部特性与扩散系数和分数阶指

数之间的强非线性耦合特性，使得传统反演方法

（如最小二乘法）在求解时普遍存在收敛速度缓

慢、数值精度不足的问题。因此采用延拓法处理分

数阶算子，用谱方法逼近无界域问题，用 PINNs
方法通过将未知参数作为网络可训练变量，与方程

残差共同优化以减小求解反问题的计算量。实验结

果表明，当不存在噪声或噪声水平适中时反演参数

和近似解的相对误差较小、精度较高；当噪声强度

较大时反演参数的不确定性显著增加，反演结果的

精度随之下降。 
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An inverse problem of fractional diffusion equations: based on 
the spectral method and PINNs method 

WU Qianwen, MA Feiyao 
( School of Mathematics and Statistics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: This paper proposes an approach based on Physics-Informed Neural Networks (PINNs) to address the 
parameter inversion problem for fractional diffusion equations on unbounded domains, which lack effective 
algorithms. Firstly, the non-local fractional diffusion equation is transformed into a higher-dimensional local 
equation through the extension technique to overcome numerical difficulties caused by nonlocality. Subsequently, 
PINNs are utilized to determine both the spectral expansion coefficients of the local equation and the inversion 
parameters values, addressing numerical challenges on unbounded domains. Lastly, the effectiveness of the 
proposed algorithm is demonstrated with numerical experiments. 
Keywords: fractional diffusion equations; parameter inversion; physics-informed neural networks; extension 
technique; spectral method 
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