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马尔可夫调制的跳扩散过程下幂式期权的定价 
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（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 假定市场经济状态由两状态连续时间马尔可夫链描述, 风险资产满足马尔可夫调制的跳
扩散过程, 研究了马尔可夫调制模型下幂式期权的定价问题. 通过测度变换和 Girsanov定理, 得
出幂式看涨期权定价公式, 并利用看涨、看跌的平价关系得到了幂式看跌期权的定价公式. 此外, 
还利用蒙特卡洛方法给出了幂式看涨期权价值的数值结果. 
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期权定价是金融数学的核心问题之一, 现代
期权定价技术来自于 Black-Scholes[1]的先驱性工

作, 自从 Black、Scholes 和 Meton[2]的杰出工作以

后, 有关期权定价的文章浩如烟海. 虽然 Black- 
Scholes 模型已经在金融市场中得到了广泛的应用, 
但是其本身也有很大的不足之处, 因此大量的研
究学者对 Black-Scholes 模型进行了推广, 例如随
机波动率模型、跳扩散模型和 GARCH模型等. 近
年来, 马尔可夫调制模型在金融各领域尤其是期
权定价领域越来越受到重视. Mamon 和 Rodrigo[3]

给出了马尔可夫调制模型下欧式期权的定价公式. 
Elliott等[4]考虑了带有马尔可夫调制的 GARCH模
型下的期权定价问题. Boyle和Dravia[5]研究了马尔

可夫调制模型下奇异期权的定价. Hardy[6]通过利

用两个状态的马尔可夫调制模型来预测长期的股

票回报, 发现此模型得到的数据比其它模型得到
的数据更加贴近实际, 在这个模型中, 他假定在每
个体制状态(regime state)下, 股票价格服从参数不
同的对数正态分布. 在本文中, 笔者考虑一个两状
态马尔可夫调制模型, 假定市场处于稳定状态时, 
股票价格满足马尔可夫调制的几何布朗运动; 而
当市场处于高波动状态时, 股票价格服从马尔可
夫调制的跳扩散过程. 在这个两状态体制转换模

型下, 我们考虑了幂式期权的定价问题. 

1 市场模型 

我们考虑一个连续时间的金融市场, 市场中
不确定性由一个带滤流的完备概率空间 ( , ,FΩ  

{0 }, )t TF Q≤≤ 来描述, 这里, Q是风险中性测度. 金
融市场中包含 2个可连续交易的资产, 一类是无风
险债券 B , 另一类是风险资产 S , 通常假定这个风
险资产为股票. [0, ]( )t t TX X ∈= 是定义在概率空间

( , , )F QΩ 上的一个连续时间时齐马尔可夫链 , 

[0, ]( )t t TX ∈ 的状态空间为 1 2( , )S e e= , 其中, 1 (1,e =   
20)'∈ , 2

2 (0,1)e '= ∈ , 马尔可夫链 X 的 Q矩
阵为 1,2; 1,2( )ij i jλ = = . 
令 tJ 为连续时间马尔可夫链 X 在 [0, ]t 这段时

间内在状态 1e 的累积逗留时间, 则: 

1{ }0
d ,

s

t

t X eJ I s== ∫  (1) 

式中, { }I ⋅ 是示性函数. 

令 tB 表示银行货币账户 B在 t时刻的价值, 满
足如下方程: 

d dt t tB r B t= , (2) 
式中, ,t tr r X=< >是 t时刻市场上的无风险利率, 
其中, 1 2( , )r r r= , ,< >表示内积. 
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tS 表示股票 S在 t时刻的价值, 满足如下随机
过程: 

2
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其中, W 是定义在概率空间 ( , , )F QΩ 上的标准布

朗运动 , ,t tXσ σ=< > 是股票 S 的波动率 , σ =  

1 2( , )σ σ . 
1

, 0
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j
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∑ ≥ ≥ 是复合泊松过程, tN

的强度为 λ , jZ 的概率密度函数为 ( )g z =
1
2πδ

⋅  

2

2exp
2
z
δ
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, 21[exp( ) 1] exp 1
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在文中, 我们假定 jZ 满足正态分布, 只是希望模

型简单一些, 如果 jZ 满足其它的分布, 用本文的

方法一样可以得到结果. 

从(3)式可知, 当市场处于状态 1e 时, tS 满足
马尔可夫调制的跳扩散过程; 当市场处于状态 2e
时, tS 满足马尔可夫调制的几何布朗运动. 接着, 
我们将考虑在这个两状态马尔可夫调制转换模型

下幂式期权的定价问题. 

2 幂式看涨期权的定价 

幂式看涨期权在期权到期日T 收益为 ( )TΨ =  
( )TS Kα α +− , 其中, tS 是标的资产在 t时刻的价格, 
Kα为敲割价格, 0 1α< < . 
令 ( , , )C t S X 表示给定 tS S= , tX X= 时, 幂

式看涨期权在 t时刻的价值, 故由风险中性定价原
理可得: 

( , , ) ( ) |t
Q T t

T

B
C t S X E S K F

B
α α +⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (4) 

接着, 将给出幂式看涨期权在 t时刻的定价公
式, 令: 

1( ) d ( )
T

T t u T tt
R J J r u r J J− = = − +∫  

2 ( )T tr T t J J− − + , 
2 2

1( ) d ( )
T

T t u T tt
U J J u J Jσ σ− = = − +∫  

2
2 ( )T tT t J Jσ − − + . 

另外, 令 | ( )
T tJ J X yφ − 表示 T tJ J− 在给定 tX X=

下的条件概率密度, Yoon 等人[7]给出了 | ( )
T tJ J X yφ −

的具体表达式. 对任意 (0 )y y T t−≤ ≤ , 有: 
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和 

1| (0) 0
T tJ J X eφ − = = ,  

1| 11( ) exp[ ( )]
T tJ J X e T t T tφ λ− = − = − − , 

2| 22(0) exp( ( ))
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2| ( ) 0
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定理 1  幂式看涨期权在 t时刻的价值为: 

0
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其中, 
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2( , ) exp{( 1) ( ) ( ) ( ) / 2f y R y U yα α α α= − + − +  
( ) }yλ β αβ− . 

证明  为计算 ( , , )C t S X , 方便起见, 记: 
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2 { } |
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≥ , 

则由(4)式可知 1 2( , , )C t S X c c= − . 首先计算 1c , 
记 ( ,0 )X

T uF X u Tσ= ≤ ≤ , 令 X
t t TH F F= ∨ , 先定

义概率测度Qα如下: 
d

|
d [ | ]t

t
H X

tQ T

Q S
Q E S F

α

α
α= , (6) 

其中, tS 是风险资产 S 在 t 时刻的贴现价值, 即
/t t tS S B= .  

于是由(3)式直接计算可得: 
2 2
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再由(3)式和(7)式有: 
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则由 Girsanov 定理可知, 在给定条件 X
TF 下, 

0
d

t
t t sW W sα σ= − ∫ 是标准的Qα 布朗运动, 在概率

测度Qα 下, tN 的强度为 ( 1)λ λ β= + , jZ 满足正
态分布 2( , )N α δ . 通过条件期望的平滑性和 Bayes
法则可得: 
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从(7)式可知: 
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 (11) 
且 tN 在概率测度Qα下的强度为 λ , jZ 在Qα 下满

足正态分布 2( , )N α δ , 从而通过直接计算可得: 
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同理, 因为 tN 在概率测度 Q下的强度为 λ , 

jZ 在Q下满足正态分布
2(0, )N δ , 容易得到: 

2 2 1 20
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由于 1 2( , , )C t S X c c= − , 于是由(12)式和(13)
式即可完成定理 1的证明.  
令 ( , , )P t S X 表示给定 tS S= , tX X= 时, 幂式

看跌期权在 t时刻价值, 由无套利定价原理可得: 
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B
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. (14) 

利用幂式看涨期权和看跌期权的平价关系 , 
给出幂式看跌期权的价值, 有下面的命题. 
命题 1  幂式看跌期权在 t时刻的价值为: 

0
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利用条件期望的平滑性, 可得: 
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综合上式和(16)式有: 
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T tJ J XK R y y yα φ −− . 

3 模拟 

此节中将用蒙特卡洛模拟方法计算出幂式看

涨期权的数值价格, 对于幂式看跌期权的价格可
通过幂式看涨期权和命题 1 获得. 假定每年有 252
个交易日, 则样本区间是 1/252, 我们将通过 10000
次模拟得到幂式看涨期权的数值价格. 假定马尔
可夫链的转移概率为 11 0.3P = , 12 0.7P = , 21 0.2P = , 

22 0.8P = . 市场中其它参数如下: 当市场处于状态

1e 时 , 市场利率 1 0.06r = , 风险资产的波动率是

1 0.2σ = ; 当市场处于状态 2e 时, 市场利率 2 0.08r = , 
风险资产的波动率是 2 0.4σ = . 风险资产跳的强度

10λ = , 也就是年平均发生跳的次数为 10. 期权到
期日 1T = 年. 风险资产跳 jZ 的标准差 0.2δ = . 
图 1模型的参数除了采用上述假设外, 还假定
0.6α = , 风险资产的初始价格 100S = . 从图 1 可

以看出, 幂式看涨期权的价格随敲割价格 K 增加 

 
图 1  敲割价格 K对幂式看涨期权的影响 

而减少. 
图 2模型的参数除采用上述假设外, 还假定期

权敲割价格 100K = , 风险资产初始价格 100S = . 
从图 2可以看出, 幂式看涨期权的价格随次数α 的
增加而增加.  

 
图 2  α对幂式看涨期权的影响 

图 3模型的参数除了采用上述假设外, 还假定
期权敲割价格 100K = , 0.6α = . 从图 3可以看出, 
幂式看涨期权的价格随资产初始价格 S的增加而
增加. 

 
图 3  风险资产的初始价格 S对幂式看涨期权的影响 

4 结论 

假定市场利率由一个两状态马尔可夫链描述, 
当市场处于高波动状态 1e 时, 股票价格 tS 满足马
尔可夫调制的跳扩散过程; 当市场处于低波动状
态 2e 时, 股票价格 tS 满足马尔可夫调制的几何布
朗运动. 利用测度变换和 Girsanov定理, 通过鞅定
价方法得到了这个两状态马尔可夫调制转换模型

下幂式看涨期权的定价公式; 同时, 利用看涨期权
与看跌期权的平价关系, 给出了幂式看跌期权的
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定价公式. 此外, 利用蒙特卡洛模拟方法给出了模
型幂式看涨期权的数值价格, 并用图形揭示了幂
式看涨期权与模型中参数敲定价格 K、次数α 以
及初始价格 S 之间的关系, 发现幂式看涨期权的
价格随次数α 或初始价格 S 的增加而增加, 而随
敲定价格 K的增加而减少. 此外, 文中的两状态马
尔可夫调制模型也可以用来计算其它欧式期权的

价格. 
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Pricing Power Options under a Markov-modulated Jump Diffusion Process 
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Abstract: The conditions of market economy are described by a two-state continuous time Markov chain with a 
Markov-modulated jump diffusion process satisfied by the risky asset. The pricing problem of power option is 
considered under a Markov-modulated model. The value formula of power call option is obtained by measuring 
the change and Girsanov’s theorem, and the value formula of power put option by put-call-parity. The numeric 
results are also provided using the Monte Carlo simulation technique. 
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