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具有共因故障的温贮备并联可修系统的最优控制问题 
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摘要: 针对具有共因故障的温贮备并联可修系统模型, 用范数指标泛函作为衡量系统可控性的

标准, 利用 Banach空间理论讨论了系统稳态解达到预期概率分布的最优控制问题. 
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文献[1]建立了一个具有共同故障的 2 个部件

温贮备并联可修复系统的模型. 文献[2]利用 0C 半

群的方法证明该模型确定了一个正压缩 0C 半群, 

从而得到系统存在唯一的动态非负解. 笔者通过

分析系统算子的谱点分布, 得到系统的渐近稳定

性, 并在此基础上用范数指标泛函作为衡量系统

可控性的标准, 利用 Banach 空间进一步研究了稳

态解的最优控制问题. 

系统方程如下: 
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其中: 0( , ) [0, ) [0, ) ( )x t p t    为 2 个部件正常工

作和备用部件完好的概率; 1( )p t 为 1 个部件正常

工作而另 1 个部件故障和备用部件完好的概率; 

2 ( )p t 为 2 个部件正常工作, 且备用部件故障的概

率; 3( )p t 为 1个部件工作而另 1个部件故障, 且备

用部件故障的概率; 4 ( )p t 为 2 个部件故障, 备用部

件工作的概率; 5 ( , )p x t 为除由共因故障引起的系

统故障, 且耗用修复时间为 x的概率密度; 6 ( , )p x t

为由共因故障引起的系统故障, 且耗用修复时间

为 x的概率密度; 为部件的故障率; 5 为温贮备部
件或机械装置开关的故障率; 

icc
 为系统在状态 i

时共因故障率 ( 0,1, 2, 3, 4);i  5 ( )x 为除由共因故

障引起的故障的系统修复率; 6 ( )x 为由共因故障

引起的故障的系统修复率; 且满足: 
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下面在 Banach空间中, 用抽象的 Cauchy问题

描述该系统. 为方便起见, 记 
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显然 B是有界线性算子. 

取状态空间 
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显然 ( ,|| ||)X  是一个 Banach空间, 并且取算子 A的

定义域为: 
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则系统方程(1)~(10)可描述为 Banach 空间 X 中一

个抽象的 Cauchy问题: 
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1 系统的稳态解 

先解方程:  

( ) 0,I A B p     

得到 
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于是 
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得到如下方程组: 
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记方程组(11)的系数行列式为 det( ) , 则有: 
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若 R  是 A B 的本征值, 则 det( ) 0  , 反

之, 若 R , 使得det( ) 0  , 那么 0 1 2 3 4( , , , , ,p p p p p  

5 6
0 0

( ( ))d ( ( ))d

5 6(0) , (0) )
x x

p e p e
            ( )D A B  是

方程组(11)的一个解. 特别当 0  时, 1,i i    

5,6,  有 det( ) 0  , 即 0  是算子 A B 的本征值, 

相应的本征向量的分量为: 
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即 0 是系统算子的 A B 的本征值, 并且对应本征

值的本征向量子空间是一维的线性空间, 因此本

征值 0的几何重数为 1. 再取 (1,1,1,1,1,1,1)Q , 则有: 
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且对任意的 ( )p D A B  , 有 ( ) , 0,A B P Q    

即 ( ) 0A B Q  , 从而得到 0 是算子 A B 和共轭

算子 ( )A B  的代数重数为 1 的本征值; 即 0 是算

子 A B 的简单本征值. 

将(12)式本征向量规范化得到: 
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故得到本征值 0对应的一个非负本征向量, 
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2 稳态解的最优控制 

设容许控制集 
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( ) ( )d 0,

k k k

k k

a p p x x x

p x x x









  






 

( ) ( )
0 1 12 0k kp a p   , ( ) ( )

5 0 2 2 0k kp a p   , 
( ) ( ) ( )

5 1 2 3 32 0k k kp p a p    , 
( ) ( )

1 4 4 0k kp a p   , 



 

60 宁波大学学报（理工版） 2014 
 

 

( ) ( ) ( )
5 5 5d ( ) / d ( ) ( )k k kp x x x p x  , 

( ) ( ) ( )
6 6 6d ( ) / d ( ) ( )k k kp x x x p x  , 
( ) ( ) ( )

5 3 4(0) [ ],k k kp p p   
4( ) ( )

6 0
(0)

i

k k
cc ii

p p


 . 

其中: 1,2.k   

对任意 [0,1]  , 考虑 (1)( ) ( ) (1 )p x p x      
(2) ( ),p x  因为 (1) (2)( ), ( )p x p x 分别是方程组对应
(1) ( )x 和 (2) ( )x 稳态解, 所以 (1)

1( ) ,ip x  (2) ( )ip x   

2 ,  故有 (1) (2)
1 2( ) (1 ) ( ) (1 ) 0.i ip x p x           

设 5 6( ) ( ( ), ( ))x x x   , 令 
(1) (1) (2) (2)

(1) (2)

( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
( ) ,

( ) (1 ) ( )
i i i i

i
i i

x p x x p x
x

p x p x

  
 

 


 
 

5,6i  . 

于是有: 
(1) (1) (1)

0 0 5 50

(1) (1) (2)
6 6 0 00

(2) (2) (2) (2)
5 5 6 60 0

0 ( ( ) ( )d

( ) ( )d ) (1 )(

( ) ( )d ( ) ( )d )

a p p x x x

p x x x a p

p x x x p x x x

 

 

 





 

   

   





 

 

(1) (2)
0 0 0

(1) (1) (2)
5 5 50

(2) (1) (1)
5 6 60

(2) (2)
6 6 0 0

[ ( ) (1 ) ( )]

[ ( ) ( )d (1 ) ( )

( )]d [ ( ) ( )d

(1 ) ( ) ( )]d

a p x p x

p x x x p x

x x p x x x

p x x x a p

 

  

  

 





   

  

 

   




 5 5 6 60 0
( ) ( )d ( ) ( )dp x x x p x x x 

 
  . 

由于 ( ) ( ) ( )
5 6( ) ( ( ), ( )) ,k k kx x x U    1,2.k   因

此 ( )0 ( ) ,k
i x M≤ ≤  则 5 6( ) ( ( ), ( )) .x x x U     其

他方程同理可证, 故W 是凸集. 

闭性: 任取 ( ) ( ) ,np x W  由W 定义可知, 存在
( ) ( ) ,n x U   使 ( ) ( )np x 为方程组与之对应的稳态

解. 因 1 1[0, ) [0, )L L   中有界集U 是弱*闭的, 故

由 ( ){ ( )}n x 有界知, 必存在一个U 中弱*的收敛子

列(不妨设其本身) ( ) ( ) ( ),n wx x 


  则 ( ) ,x U   
( ) ( )np x 依范数收敛于 ( )p x , 则有: 

 ( ) ( ), 0,1,2,3,4, ( ) ( ), 5,6.n n
i i j jp p i p x p x j   

 下面证 ( ) ,p x W  由(13)式整理得: 

 

( ) ( ) ( ) ( )5
1 0 2 0

1 2

2
( ) ( ) ( )5
3 0 4 0

3 1 2 1 4

2
, ,

2 1 1 2
, ,

n n n n

nn n n

p p p p
a a

p p p p
a a a a a



 

 

 
   

 

 

( )
5

0

( )
5

0

( )d( ) ( )
5 5

( )d2 ( )5 5
0

3 1 3 2 1 4

( ) (0)

2 ,

x
n

x n

n n

n

p x p e

p e
a a a a a a

  

    





 

    
 

 

( )
6

0

0 1

2 3 4

( )d( ) ( )
6 6

1

2
5 5 5

2 3 1 3 2 1 4

2
( ) (0)

2 2 2

x
n

n n
cc cc

cc cc cc

p x p e
a

a a a a a a a

    

     

    


 
    

  

 

( )
6

0
( )d

0 ,
x n

np e
    

( ) ( ) ( )
0 0 5 50

( ) ( )
6 60

( ) ( )d

( ) ( )d 0,

n n n

n n

a p p x x x

p x x x









  






 

而 

 

( )
5

0

( )
5

0

( )d2 ( )5 5
0

3 1 3 2 1 4

( )d2 5 5
0

3 1 3 2 1 4

2

2 ,

x n

x n

n w

n

p e
a a a a a a

p e
a a a a a a

  

  

  

  





     
 

    
 

 

 

0 1 2 3

( )
6

0

4

0 1 2 3

( )
6

0

4

5 5 5

1 2 3 1 3 2

2
( )d

0
1 4

5

1 2

2
( )d

5 5
0

3 1 3 2 1 4

2 22

2

2

2 2 2
.

x
n

x n

cc cc cc cc

n w
cc

cc cc cc cc

n

cc

a a a a a a

p e
a a

a a

p e
a a a a a a

  

  

     



   

  





  
      

 
  


 
    

 
     

  
 于是 

       

       

( ) ( )
5

1 0 2 0
1 2

2
( ) ( )

5
3 0 4 0

3 1 2 1 4

2
, ,

2 1 1 2
, ,

n n n n

n n n n

p p p p
a a

p p p p
a a a a a



 

 

 
   

 

 

     ( )
5

0
( )d2 5 5

5 0
3 1 3 2 1 4

( ) 2 ,
x n

n n
p x p e

a a a a a a

    
     

 
 

  
0 1 2 3

5 5
6

1 2 3 1

22
( )

n

cc cc cc ccp x
a a a a

    


    
 

 

  ( )
6

0

4

2
( )d

5
0

3 2 1 4

2 2
,

x n
n

cc p e
a a a a

   
   


 

  

 

( ) ( ) ( )

0 0 5 50

( ) ( )

6 60

( ) ( )d

( ) ( )d 0,

n n n

n n

a p p x x x

p x x x









  





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综上, 
( )

( ) ,
n

p x W  故W 是闭集. 

定理 2  ( ( ))J p x 是W 的严格凸泛函. 

证明  对 (1) (2) (1)( ), ( ) ,0 1, ( )p x p x W p x      
(2) ( )p x 有: 

 (1) (2)( ( ) (1 ) ( ))J p x p x     
(1) (2) 2|| ( ) (1 ) ( ) ( ) ||p x p x p x      
(1) 2 (2)|| ( ) ( ) || (1 ) || ( )p x p x p x      

 2 (1) (2)( ) || ( ( )) ( ( )),p x J p x J p x   

故 ( ( ))J p x 是W 上的严格凸泛函. 

引理 2[3]  (Banach-Saks-Mazur)设 X 是一个赋

范线性空间, { }nx 是 X 中的一列元素且 nx 在 X 中

弱收敛至 0x , 那么一定存在{ }nx 中的凸组合列, 使

其强收敛至 0x . 

定理 3  存在唯一的 ( )p x W  , 使 ( ( ))J p x   


( )
inf ( ( ))
p x W

J p x


. 

证明   在W 中取极小化序列 ( ){ ( )},np x  即
 ( )

( )
lim ( ( )) inf ( ( )),n

n p x W
J p x J p x

 
 而 ( ){ ( )}np x 是有界的, 

因此存在收敛子列, 不妨设其本身 ( ) ( ) ( )n wp x p x .

而且满足  ( 1) ( )( ( )) ( ( )),n nJ p x J p x  1,2, .n    由引

理 2 可以知道, 存在 ( ){ ( )}np x 中的凸组合 ( ) ( )nq x   
( ) ( ) ( )

i

n n
i ni
p x , 其中 ( ) 1n

i
  , 使得 ( ) ( )nq x 强收

敛到 ( )p x . 由定理 1知 ( ) ( ) ,nq x W ( ) ,p x W   且 

  ( )

( )
inf ( ( )) lim ( ( ))n

p x W n
J p x J p x

 
 ≤ 

 ( ) ( ) ( )lim ( ( )) lim ( ( )),
i

n n n
i n

n n
i

J q x J p x
 ≤  

而 ( ) 1,n
i

i

    ( )

( )
lim ( ( )) inf ( ( ))

i

n
n

n p x W
J p x J p x

 
 , 所以

  ( )

( )
( ( )) lim ( ( )) inf ( ( ))n

n p x W
J p x J q x J p x

 
  , 由 J 的严

格凸性知 ( )p x 是唯一. 

定理 4  存在唯一的 ( )x U  , 使 ( ( ))J x   

( )
inf ( ( ))
x U
J x





. 

3 结语 

笔者先利用Banach空间理论中的 0C 半群理论

与谱理论, 给出了系统的时间依赖解的渐近稳定

性, 再利用 Banach 空间理论的指标泛函和闭凸集

有关概念性质把求解系统的最优控制问题转化为

寻求系统的最优控制元.  
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Abstract: This paper studies the repairable system with a warm standby and common cause failures. We use a 
normal index function as a controllable criterion of the system, and discuss the optimal control problem with the 
expected probability of the stable solution using the Banach space theorems. 
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