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Marcinkiewicz积分在加权 Campanato空间上的有界性 
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摘要: 主要讨论了Marcinkiewicz积分算子, 通过函数分解等方法证明了Marcinkizwicz积分算子
在加权 Campanato空间上的有界性, 并推广了Marcinkiawicz积分算子在 Campanato空间上的有
界性问题.  
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设 1nS − 是 nR 上的单位球面, dσ 为 1nS − 上的通

常 Lebesgue测度. 1 1( )nL SΩ −∈ 是 nR 上的零次齐次
函数且满足: 

1
( )d ( ) 0

nS
x' x'Ω σ

−
=∫ , (1) 
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John和Nirenberg[1]引入了Morrey空间的原型, 
Campanato研究了此类空间并引入Campanato空间, 
其中在文献[2]中有准确的阐述. Campanato空间被
广泛应用于研究偏微分方程, 所以, 研究一些重要
算子在 Campanato 空间的性质就显得尤为重要. 
Marcinkiewicz 积分 Ωμ 首先由 Stein 引入的, 并证
明了若 Ω 连续且满足 Lipα −条件

[3], 其中 , 0 <  
1α≤ , 则 Ωμ 是强 ( , )p p 型 (1 2)p< ≤ 和弱 (1,1)型

的. Benedek 等[4]证明了若 1 1( )nC SΩ −∈ , 则 Ωμ 是
( , )p p 有界的, 其中, 1 p< < ∞ . 1990年, Torchisky
和Wang又得到了如下结论:  
定理 1 [5] 若函数Ω 连续且满足 Lipα −条件

(0 1)α< ≤ , 则对任意 pAω∈ , Ωμ 在 ( )pL ω 上有界.  
另一方面, 韩永生[6]在 1987 年考虑了当Ω 在

1nS − 上连续且满足 Lipα −条件时, 其中 0 1α< ≤ , 
Marcinkiewicz积分算子 Ωμ 在 BMO空间上的有界

性问题. 由文献[9-12]可知, 最近也对核函数非光
滑时Marcinkiewicz积分算子的有界性进行了研究.  

笔者主要讨论了 Marcinkiewicz 积分在加权
Campanato空间上的有界性, 主要结果如下:  
定理 2 设 1( )(0 1 / 2)nLip SβΩ β−∈ < ≤ 满足(1)

式, 1Aω∈ 且 , ,0 ,1pf pα
ωε α β∈ < < < < ∞ , 则几乎

处处有 ( )( )f xΩμ = ∞ , 或者几乎处处 ( )( )f xΩμ < ∞ , 
如属后者 , 则存在与 f 无关的常数 0C > , 使得

, , , ,|| ( ) || || ||p pf C fΩ α ω α ωμ ≤ , 注: 当 1ω ≡ 时, 我们可
得到 ( )fΩμ 在 Campanato空间上的有界性. 当α =  
0, 1p = 时, ( )fΩμ 在加权 BMO空间上有界.  

1 一些引理 

定义 1  函数ω称为 1A权, 若存在常数 0C > , 
使得对任意的方体Q , 有: 

(1/ | |) ( )d ( )
Q

Q x x C xω ω∫ ≤ , a.e., x Q∈ . 

定义 2  若 ( )xω 是 nR 的局部可积函数, ( )xω ≥ 
0,1 , 0p α< ∞≤ ≥ , 则称空间 , { ( ),p n

locf L Rα
ωε = ∈  

, ,|| || }pf α ω< ∞ 为加权 Campanato空间. 其中, 
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1 1/| ( ) d )}p p p
Qf x xω − , 

为加权 Campanato范数. 其中, 
( ) ( )d , (1/ | |) ( )dQQ Q
Q x x f Q f x xω ω= =∫ ∫ ,  

而Q是边平行于坐标轴的方体.  
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引理 1 [7] 设 ,
1, ( 0)pA f α

ωω ε α∈ ∈ ≥ , 那么对任
意的 0λ > 及任意的方体Q存在不依赖于 f 和Q的
常数 1C 及 2C , 使得: 

1({ ,| ( ) | })Qx Q f x fω ω λ−∈ − > ≤ 
/

1 2 ,1,exp( / (|| || ( ) )) ( )nC C f Q Qα
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引理 2 [7] 设 ,
1, ( 0)pA f α

ωω ε α∈ ∈ ≥ , 那么对任
意的 1p > , 有 , ,1pα α

ω ωε ε= 且 

1 ,1, , , 2 ,1,pC f f C fα ω α ω α ω≤ ≤ . (4) 
引理 3 设 ,

1, ( 0)pA f α
ωω ε α∈ ∈ ≥ , Q为中心在

0x , 半径为 r 的方体, 则对满足 0 1dα <≤ ≤ 的 d , 
总有: 
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证明 当 0α = 时为文献[8]中引理的结论, 以
下则考虑 0α ≠ 的情况. 记 2k

kQ Q= .  
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由Holder不等式可得: 
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下面, 我们估计 2I ,  
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注意到 1 / ( )( ) 2 ( )n j n
jQ C Qα αω ω+ +≤ , 由 Holder

不等式易得: 
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接着继续估计 2J , 由引理 2可得: 
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所以, 由(8)式可知: 
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综合 1J 和 2J 估计, 可知 1 1 /
2 | | ( ) nI C Q Q αω− + ⋅≤  

, ,|| || pf α ω , 引理得证.  

2 定理的证明 

证明  假设 | | | { : ( )( ) } | 0nE x R f xμΩ= ∈ < ∞ > , 
取 0x E∈ , 以 0x 为中心, r 为半径作方体Q , 首先
证明 ( ) , . ., f a e x QμΩ < ∞ ∈ . 记

1
28Q' n Q= , 这里Q'

是与Q同中心, 边长为Q的
1
28n 的方体. 将 f 分解

为 ' 1( )
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2 3( ) ( )f x f x+ . 由 Ω 消失性条件有 1( )( ) 0f xΩμ = . 
其次, 我们可以证明 ,1
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事实上, 由 1Aω∈ 及引理 1, 可得: 
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又由于 1Aω∈ , 从而 2Aω∈ 且 1
2Aω− ∈ , 据定

理 1有: 
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所以, 由Holder不等式可得: 
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即 2( )( ) ,  a.e.,f x x QμΩ < ∞ ∈ . 
据题设 | | 0E > , 因此有 | | 0Q E∩ > , 于是存在

x' Q E∈ ∩ , 使得 ( )( )f x'Ωμ < ∞ 与 2( )( )f x'Ωμ < ∞
同时成立, 而 
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另一方面, 对于任意的 x Q∈ , 有: 
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由Minkowski’s不等式可知: 
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需注意 0( ) , , ,cy Q' x x x' Q∈ ∈ , 由文献[6]可知

0| |x y− ~ | |x y− ~ | |x' y− , 其中, | |x ~ | |y 表示存
在常数 1C 和 2C 使得 1 2| | | | | |C x y C x≤ ≤ ), 并且, 

1/2
1/2

2 2 3/2

1 1| |
| | | | | |

Cr
x y x' y x y

−
− − −

≤ . 

而 1 1( ) ( )n nLip S L SβΩ − ∞ −∈ ⊂ , 据引理 3有: 
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类似地, 可估计: 
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下面估计 3K ,  
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由 1( )nLip SβΩ −∈ , 且 0| |x y− ~ | |x y− ~ | |x' y−
及引理 3可得: 
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综上可知, 
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因此可得, 
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3| ( )( ) | , a.e., f x' x QΩμ < ∞ ∈ . 
再由Q的任意性, 有 ( )( ) ,a.e., nf x x RΩμ < ∞ ∈ . 
另一方面, 由(10)式和(16)式, 有: 
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所以, 

,1, ,1,
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再由引理 2可得: 

, , ,
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p p
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定理 2得证.  
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Boundedness of Marcinkiewicz Integrals on Weighted Campanato Spaces 
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( Information & Basic Teaching Department, Ningbo Radio and TV University, Ningbo 315016, China ) 

Abstract: In this paper, we establish the boundedness of Marcinkiewicz integrals on the weighted Campanato 
spaces by function decomposition, and further extend the related results on Campanato spaces. 
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