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有限域上一类方程的解数 

余杜鹃, 曹  炜* 
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摘要: 研究有限域 q 上一类方程 
31 2 4

1 1 2 2 3 3
dd d dy x x x      , *, i q   , id

  
的解数. 在保持方程系数不变的前提下, 通过对其次数矩阵进行有效降次, 可以改进对原方程解

数的各种估计. 若对方程未知变量和系数进行适当限定, 则可将其化为椭圆曲线方程, 从而利用

Hasse定理得到原方程解数的一个精确界. 
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由于有限域上的方程在密码学上具有重要的

应用价值, 因而一直受到人们的极大关注. 在文 

中, 用 q 表示含有 q 个元的有限域, 其中 ,lq p  

l  , 素数 2,3p  . 设 f 是 q 上的 n元 d 次多

项式, 用 ( )qN f 表示方程 0f  在 q 中的解数. 

早在 1936年, Chevalley[1]和 Warning[2]就得到

了关于 ( )qN f 的 adicp  估计 , 即若 n d , 则有

| ( )qp N f . Ax[3]改进了 Chevalley-Warning定理, 证

明了 ord ( ) ( ) /q qN f n d d  ≥ , 其中 x  为不小于
x的最小整数, ordq是 q 进制加法赋值, 即对任意

的 Nn , 总存在非负整数 v , 有 nqv | , 且

nqv \|
1 , 则 vn qord ，满足 ord 1qq  . Ax还将上

述 结 论 推 广 到 了 多 项 式 组 : 设 1 2, , ,f f   

1 2[ , , , ],r q nf x x x  deg 1,if≥  用 1( , ,qN f  )rf 表

示 1 0rf f   在 q 中的公共零点个数, 则有: 

1ord ( , , )q q rN f f ≥  

1 1
( deg ) / ( deg )

r r

i ii i
n f f

 
    . 

Katz[4]改进了 Ax的结论, 证明了 

1ord ( , , )q q rN f f ≥  

11
( deg ) /max {deg }

r

i i r ii
n f f


   ≤≤ . 

Sun等[5], Wan等[6]对有限域上方程的解数均有

研究. Cao[7]提出了对方程次数进行有效降次的方

法, 即保持方程系数不变的同时, 对方程的次数矩

阵进行降次变换, 降次后的方程与原方程有相等

的解数. 这一方法在许多情形下使寻求高次方程

的解数变得更加简单快捷. 基于此, 笔者采用逆推

法研究有限域上的一类对角方程, 使其在经过 Dp-

降次以及 -降次后成为次数相对较低的对角方程, 

从而可由Wan[6], Cao[8-9], Weil[10]等关于对角方程解

数的相关结论改进对原方程解数的估计. 进而若

对方程中的未知变量和系数进行适当限定, 则可

将方程化为椭圆曲线方程, 从而可利用 Hasse定理

得到原方程解数的一个精确界. 

1 预备知识 

在有限域 q 上, 形如 

E: 2 3y x ax b   , , qa b  (1) 

的方程称为Weierstrass方程. 若 3 24 27 0a b    , 

则由(1)式定义的平面曲线非奇异, 其上所有的点
2( , ) qx y  和一个无穷远点O组成的点集称为定

义在 q 上的椭圆曲线, 记为 ( )qE  . 在弦切律定

义的加法运算下, ( )qE  中所有点构成一个有限

Abel群. 用 | ( ) |qE  表示 ( )qE  中点的个数, 则有: 
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引理 1[11]  | ( ) | 1q qE q t   , 其中 | | 2qt q≤ . 

注 1  Hasse定理后被Weil推广到有限域的一

般曲线上. Weil-Hasse 定理是代数几何中的一个深

刻结论, 它说明黎曼猜想对于函数域是成立的(但

对于数域上的黎曼猜想至今仍无法证明). 

设多项式 1 1 1, , [ , , , , , ]r q n th h x x z z   , 多项

式中所有含 iz 的项为 il
i ib z , *

i qb  , 1il≥ , 称 iz

为独立变量 . ih 可以表示为 ( ) ( )i i ih h X h Z  , 

1( ) [ , ]i q nh X x x  , 1( ) [ , , ]i q th Z z z  . 设非空集

合 {1,2, , }A n  , 定义 deg ( ) max{deg },d
A i Ah X X  

其中 : max 取遍 ( )ih X 中系数为非零的单项式 : 
1 2

1 2
ndd dd

nX x x x  , deg d
A ii A
X d


 . Cao[7]改进

了 Ax-Katz定理关于多项式组零点个数的估计. 

引理 2 [7]   设非空集合 {1,2, , }A n  . 如果

deg ( ) 0A ih X  , 1, ,i r  , 则 

1ord ( , , )q q rN h h ≥ 

1

11 A

| | deg ( ) 1

max {deg ( )}

r
t

A ii

ji r i j

A h X

h X l




 
 
  

 
≤≤

, 

特别地, 我们有: 

1
1

ord ( , , ) 1 /
t

q q r i
i

N h h l r


 
 

 
 ≥ . 

在有限域 q 上, 设多项式 
111 21

1 2 1 1 2( , , , ) ndd d
n nf x x x a x x x      

1 2
1 2 ,m m nmd d d

m na x x x  (2) 

其中 : j qa  , ijd
 , 1 , 1i n j m≤ ≤ ≤ ≤ . 记

jD  T
1( , , )j njd d 为第 j 项各未知量的次数所组成

的向量, 称 1 2( , , , )mD D D D  为多项式 1 2( , , ,f x x   

)nx 的次数矩阵.  

令 ( )qS D 为同余式组 0(mod 1)DT q  的解

集, 其中 T
1( , , ) ,mT t t  0 1it q ≤ ≤ . 定义 g( ) :D   

deg f  1 2max{ , 1, , }j j njd d d j m     . 

定义 1 ]12[   设 1 2[ , , , ]q nf x x x  , 其次数矩

阵为 ( )ij n mD d M   . 称变换 

: n m n mM M   , ( ) ( ( ))ijD D d  ,  

是多项式 1 2( , , , )nf x x x 的有效降次, 若它满足: 

(i) ( ) ( ( ))q qS D S D ,  

(ii) sgn( ( )) sgn( )ij ijd d  , deg( ) deg( ( ))D D . 

引理 3 ]12[   设 1 2[ , , , ]q nf x x x  . 若 是多
项式 f 的有效降次, 则有: 

( ) ( ( ))q qN f N f . 

在有限域 q 上, 形如 
1 2

1 1 2 2 0ndd d
n na x a x a x    , *

i qa  , 

    ,1 ,id i n ≤ ≤  (3) 

的方程称为对角方程. 令 1 2( , , , )nd d d d  , *a   

1 2( , , , )na a a 分别为方程(3)的次数向量和系数向

量, 用 ( ; *)N d a 表示方程(3)在 q 上的解的个数. 

引理 4 ]10[   方程(3)在 q 上的解 1( , , )nx x 的

个数 ( ; *)N k a 满足: 
1 /2 1| ( ; *) | ( 1)n nN d a q M q q  ≤ , (4) 

其中 : M 表示元组 1 2( , , , )n   的个数 , 1,  

2 , , n  为 q 上 n个阶整除 id 的非平凡特征, 但

其乘积 1 2 n   为平凡特征.  

注 2  由文献[9,12-15]知, 引理 4 中的元组

1 2( , , , )n   与同余式 

1

1

0(mod1)n

n

xx

d d
   , 

1 i ix d≤ , 1, ,i n  ,  

的解 1( , , )nx x 存在一一对应关系, 因此引理 4 中

的M 与上述同余式的解数相等.  

注 3  Sun等 ]14[ 证明了 0M  的充要条件为至

少满足以下情形之一: 

(i) 对某个 id , 有 1gcd( , / ) 1i n id d d d  ,  

(ii) 若
1

{ , , }
ki id d 1(1 )ki i n ≤ ≤ 是 1{ , ,d   

}nd 中全部偶数组成的集合, 则 k是奇数,
1
/2, ,id   

/ 2
ki
d 两两互素且 ( 1, , )

ji
d j k  与 1{ , , }nd d 中任

一个奇数互素. 

2 主要结论及其证明 

在有限域 q 上, 考察方程 
31 2 4

1 1 2 2 3 3: dd d dC y x x x      , 
*, ,i q    jd

 .  

显然易见 , 方程 C 的次数矩阵为矩阵 D   

1 2 3 4diag( , , , )d d d d . 用 ( )qN C 表示方程 C在 q 中解
的个数, 并对次数矩阵D进行如下变换: 

Step1  对D进行 pD -降次: 

1 2 3 4diag( , , , )D d d d d pD 1 2 3 4diag( , , , )k k k k , 

gcd( , 1)j jk d q  . 

Step2  再进行 -降次: 

1 2 3 4diag( , , , )k k k k  1 2 3 4diag( , , , )w w w w ,  

 gcd( ,lcm[ , ])j j lw k k l j  . 
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在经过 pD -降次及 -降次后, 则可得到新的

方程: 
31 2 4

1 1 1 2 2 3 3: ww w wC y x x x      ,  
*, i q   , jw

 .  

同上, 用 1( )qN C 表示方程 C1在 q 中解的个数. 

则有: 

定理 1  1( ) ( )q qN C N C .  

证明  方程 C1 的次数矩阵为 1 2diag( , ,D w w  

3 4, )w w . 易证同余式组 0(mod 1)DT q  和 DT   

0(mod 1)q  同解, 因而 pD -降次与 -降次均为有

效降次变换. 由引理 3可得: 

1( ) ( )q qN C N C . 

定理 2  
4

2

ord ( ) 1 / 1q q i
i

N C 


  ≥ .  

证明  由定理 3和引理 2可得.  

定理 3  
4

3

1

| ( ) | ( 1) ( 1)q i
i

N C q q q


  ≤ .  

特别地, 若对某个1 4i≤ ≤ , 有 1i  , 则 

 3( )qN C q .  

证明  由定理 3、引理 4及注 2、注 3可得.  

我们还可由定理 2 和定理 3 得到下面的结论

(证明略). 
推论 1  进一步地, 若有: 

(a) 1 3gcd( , 1) gcd( , 1) 2w q w q    ,  

(b) 2gcd( , 1) gcd(3, 1)w q q   ,  

则有: 

(i) | ( )qq N C , 

(ii) 3
4| ( ) | 2( 1) ( 1)qN C q q q  ≤ . 

下面考虑方程 
31 2: rr rE y x ax b   , (5) 

其中: *, ,qa b  , 1 3ir i ≤ ≤ , 且 3 24 27a b   

0 . 显然, 方程 E是对方程 C的未知变量和系数进

行限定而得到的. 我们将证明, 若方程 E的次数矩

阵能有效降次为Wereistrass方程的次数矩阵, 则可

以利用 Hasse定理得到方程 E的解数的精确界. 

定理4  设方程 E如(5)所示. 若方程 E的次数

1 2 3, ,r r r 同时满足: 

(i) 1gcd( , 1) 2r q   ,  

(ii) 3gcd( , 1) 1r q   , 2 33 (mod 1)r r q  , 

则方程 E在 q 中解的个数为: 

( )q qN E q t  , | | 2qt q≤ . 

证明  易见, 方程 E的次数矩阵为: 

1

2 3

0 0 0

0 0

r
D

r r

 
  
 

, 

而椭圆曲线方程 E的次数矩阵为: 

2 0 0 0

0 3 1 0
D

 
  
 

. 

由定义 1可知, 若存在从方程 E到方程 E的有

效降次, 则以矩阵 D和 D为系数矩阵的齐次线性

方程组在剩余类环 1q 中同解, 即 

(a) 1 1 0(mod 1)rt q  与 12 0(mod 1)t q  同解 , 

且 

(b) 2 2 3 3 (mod 1)r t rt q   与 2 33 0 (mod 1)t t q  
同解.  

不难证明, 1 2 3, ,r r r 同时满足下列条件即可: 

(i) 1gcd( , 1) gcd(2, 1) 2r q q    , 

(ii) 2 33 0(mod 1)r r q   , 且 3gcd( , 1) 1r q   . 

注意到在 Hasse 定理中, 有限域 q 上椭圆曲
线是射影平面上的点集, 由 2( , ) qx y  和一个无穷

远点O组成. 而方程 E 的解集在不存在无穷远点
O的笛卡尔平面直角坐标系中. 由 Hasse 定理, 可

知方程 E在 q 中的解的个数满足: 

( )q qN E q t  ,  

其中 | | 2qt q≤ .  

定理证毕.  
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Number of Solutions to a Class of Equations over Finite Fields 

YU Du-juan, CAO Wei *  
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: We study the number of solutions to the following equation: 
31 2 4

1 1 2 2 3 3
dd d dy x x x      , *, i q   , id

 .  
While keeping the coefficients unchanged, we effectively reduce the degree matrix to improve the estimates on 
the number of solutions to the equation. Furthermore with certain constraint conditions on the variables and 
coefficients, we obtain a sharp bound on the number of solutions to the equation using Hasse’s theorem for 
elliptic curves over finite fields. 
Key words: degree matrix; effective reduction; elliptic curve; Hasse’s theorem 
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