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利用概率方法计算两类无穷积分 
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摘要: 提出了两类无穷积分
0

( ) dx
mP x e xα γ+∞ +∫ 和

2

0
( ) dx x

nQ x e xα β γ+∞ + +∫ , 通过递归并借助概率统计中
的伽玛分布和正态分布的有关概念和性质得到其解法, 并给出了结果的一般表达式. 该方法同
时为具有

0
( ) dxf x e xα γ+∞ +∫ 或

2

0
( ) dx xg x e xα β γ+∞ + +∫ 形式, 但无法计算的积分提供了近似的计算方法. 
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高等数学中只给出了无穷积分的一些收敛判

别准则和可以按定义计算的一些简单例子, 对具
体计算的方法与技巧涉及很少[1]. 而其他学科特别
是保险精算中经常会遇到计算

0
( )df x x

+∞

∫ 这样的问

题, 当 ( )f x 的具体形式不同, 其计算方法也不同, 
甚至无法计算出结果, 对这种积分没有通用的方
法. 笔者提出两大类无穷积分: 

0
( ) dx

mP x e xα γ+∞ +∫ 和
2

0
( ) dx x

nQ x e xα β γ+∞ + +∫ , 

其中:  
1 2

0 1 2( ) ,m
m mP x C C x C x C xττ τ= + + + +"  

2
0 1 2( ) m

n nQ x C C x C x C x= + + + +" ,  

iC , jτ , α , β 和 γ 为常数, 且 1jτ > − 和 0α < , 这
里要求 0α < 是为了所求积分的收敛性. 由于它们
与概率统计中某些分布函数有某种相似, 因此可
以从这些分布的有关性质去解决这类问题. 

1 预备知识[2] 

1.1 伽玛分布的定义与性质 

若随机变量 X 的概率密度函数为: 

11( ) , 0,
( )

xf x x e xα θ
αθ Γ α

− −= >  

其中: 1

0
( )= dxx e xαΓ α

+∞ − −∫ , 则称 X 服从伽玛分布, 
记为 ~ ( , ), ( , 0)X Gamma α θ α θ > ; 指数分布是伽玛
分布当 1α = 时的特例. 

伽玛函数的性质:  
( 1) ( )Γ α αΓ α+ = , (1 / 2)Γ = π . 

由概率的规范性可知:  
1

0

1 d 1
( )

xx e xα θ
αθ Γ α

+∞ − − =∫ . 

1.2 正态分布的定义与性质 

若随机变量 X 的密度函数为: 
2

2
( )

2( ) (1 / ( 2 ) , ,
x

f x e x
μ
σσ
−

−
= π −∞ < < +∞  

则称 X 服从正态分布, 记为 2~ ( , )X N μ σ . 
性质 1  

2

2
( )

21 d ( ) ( ),
2

x
b

a

b ae x
μ
σ μ μΦ Φ

σ σσ

−
− − −

= −
π∫  

,a b−∞ < ∞≤ ≤   
其中: ( )Φ i 为标准正态分布的累积分布函数. 

2 用概率方法解决积分问题 

2.1 第 1类积分问题
+

0
( ) dx

mP x e xα γ∞ +∫  
情形 1  积分形式为

0
dxCe xα+∞

∫ , 其中 ,C α 为
常数, 且 0α < . 
这个积分与指数分布函数类似, 可通过其规

范性求解. 
解  由指数分布的规范性

0
(1 / ) d 1te tθθ

+∞ − =∫ , 
得

0
dte tθ θ

+∞ − =∫ . 
令 1/ ,α θ= −  即 1/ ,θ α= −  所以 
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原式=
0

d /xC e x Cα α
+∞

= −∫ . 

情形 2  积分形式为 0 10
( ) dxC C x e xα γ+∞ ++∫ , 其

中: 0 1, ,C C α和 γ 为常数, 且 0α < . 

这个积分可写为 2个积分之和, 且其中一个可
由情形 1 得; 另一个和伽玛分布函数类似, 因此可
通过其规范性来解决. 

解  原式= 0 10 0
( d d )x xe C e x C xe xγ α α+∞ +∞

+∫ ∫ ,  

由情形 1知, 
0

d 1 /xe xα α
+∞

= −∫ . 

由伽玛分布的规范性得: 
2 2

0
d (2)xxe xθ θ Γ θ

+∞ − = =∫ .  

令 1/ ,α θ=−  即 1/θ α=− , 可得 2

0
dxxe xα α

+∞ −=∫ , 

所以,  
原式= -2

0 1[ ( 1 / ) ]e C Cγ α α− + =  
2

1 0( ( )) /e C Cγ α α− . 
情形 3  积分形式为: 

2
0 1 20

( ) dxC C x C x e xα γ+∞ ++ +∫ [3],  

其中: 0 1 2, , ,C C C α 和 γ 为常数, 且 0α < . 
所求积分可写为 2个积分之和, 其中一个可由

情形 2 得, 另一个与伽玛分布函数类似, 因此可通
过其规范性来解决. 
解 

原式= 2
0 1 20 0

( ) d +C dx xC C x e x e x e xα γ γ α+∞ +∞++∫ ∫ ,  

由情形 2知,  

1 0
0 1 20

( )
( ) dx e C C
C C x e x

γ
α γ α

α
+∞ + −

+ =∫ . 

由伽玛分布的规范性得: 
2 3 3

0
d (3) 2xx e xθ Γ θ θ

+∞ − = =∫ . 

令 1/ ,α θ= −  即 1/θ α= − , 可得: 

原式= 1 0
22

( ) Ce C C e
γ

γα
α
−

+ ⋅  

2
0 1 23 3

2( ) ( 2 )e C C C
γ

α α
α α

− = − + − . 

情形 4  积分形式为
0

( ) dx
mP x e xα γ+∞ +∫ , 其中: 

1 2
0 1 2( ) ,m

m mP x C C x C x C xττ τ= + + + +" 0, , , ,i iC Cα γ τ 和
γ 为常数, 且 0, 1, 1, ,i i mα τ< > − = " . 

所求积分可化为多个积分之和, 且每个积分
具有相同的形式

0
d ,xx e xτ α+∞

∫ α 和 τ 为常数 , 且

0, 1α τ< > − , 而这积分与伽玛分布函数类似, 因
此可通过其规范性求出, 于是可求出所有的积分. 
解  由伽玛分布的规范性得: 

+ -1

0
d ( ) ,xx e xα θ αΓ α θ

∞ − =∫  

因此 
1

0
d ( 1)( 1 / ) ,xx e xτ α τΓ τ α

+∞ += + −∫  

所以  

原式= 1
0 10 0

( d dx xe C e x C x e xτγ α α+∞ +∞
+ + +∫ ∫ "  

0
d )m x

mC x e xτ α+∞

∫ 0[ (1)( 1 / )e Cγ Γ α= − +  
1 1

1 1( 1)( 1 / )C τΓ τ α ++ − + +"  
1( 1)( 1 / ) ]m

m mC τΓ τ α ++ − =  

0
1

( / )[ ( 1)( 1 / ) ]i

m

i i
i

e C C τγ α Γ τ α
=

− + + −∑ . 

特别的, 当 , 1, ,i i i mτ = = " 时,  

原式=
0

( / ) !( 1 / )
m

i
i

i

e C iγ α α
=

− −∑ . 

2.2 第 2类积分问题
2

0
( ) dx x

nQ x e xα β γ+∞ + +∫  

情形 5  积分形式为
2+

0
dxCe xα∞

∫ , 其中 ,C α 为
常数, 且 0α < . 
这种积分若用高等数学中的方法, 通常比较

麻烦或困难. 若从概率方面着手, 由于被积函数与
正态分布的密度函数极其相似, 因此可通过正态
分布的分布函数来解决. 若将被积函数变形, 令

2t x= , 原积分变为
+ 1 2

0
( / 2) dtC t e tα∞ −∫ , 这个积分

与伽玛分布函数类似, 于是得到借助伽玛分布函
数的解法, 而且计算也简单. 
解  由伽玛分布的规范性得:  

1 2 1/2 1/2

0
d (1 / 2)xx e xθ Γ θ θ

+∞ − = = π∫ . 

令 2t x= , 则 (1/2) (1/2), d (1 / 2) dx t x t t−= = , 所以 

原式= 1 2

0
/ 2 dtC t e tα+∞ − =∫  

( / 2) 1/ / 2C Cα απ − = −π / . 

更一般的积分形式为
2

0
d ,x xCe xα β γ+∞ + +∫  其中 : 

, ,C α β 和 γ 为常数, 且 0α < , 则 

2

0
dx xCe xα β γ+∞ + +∫ =

2
2 4( )+

2 4
0

d
x

C e x
β αγ γα
α α

−
+ +∞

=∫  
2

24 ( )
4 2

0
d

x
Ce e x

αγ γ βα
α α
−

++∞
=∫

24
4 2Ce

αγ γ
α
−

π ⋅  
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1 [ ( ) ((0 ) 2 )]
2 2

βΦ Φ α
α α

− +∞ − + − =  

24
4( )

2
C e

αγ γ
αβΦ

α α

−π
−

−
. 

注  对于这类积分, 用正态分布函数的性质
比用伽玛分布函数的规范性的通用性更强, 计算
更为简单. 
情形 6  积分形式为

2

0 10
( ) dx xC C x e xα β γ+∞ + ++∫ ,  

其中: 0 1,C , ,C α β 和 γ 为常数, 且 0α < . 
这积分若用常规变量替换将非常繁琐, 但可

改写为 2个积分之和, 且由情形 1可知, 只要将积
分

2+

0
dx xxe xα β∞ +∫ 变为这种形式

2

0
dx xAe x Cα β γ+∞ + + +∫ , 

再用情形 1中的方法, 问题就可解决. 
解 

2 2

0 0

1d (2 ) d
2

x x x xxe x x e xα β α βα β β
α

+∞ +∞+ += + − =∫ ∫  

2 2

0 0

1 d d
2 2

x x x xe e xα β α ββ
α α

+∞ +∞+ +− =∫ ∫  

2

0

1 d ,
2 2

x xe xα ββ
α α

+∞ +− − ∫  

所以  

原式=
2 2

0 10 0
d dx x x xC e x C e xe xα β γ γ α β+∞ +∞+ + ++ =∫ ∫  

2

0 10
dx xC e x C eα β γ γ+∞ + + + ⋅∫  

2

0

1( d )
2 2

x xe xα ββ
α α

+∞ +− − =∫  

21 1
00

( ) d
2 2

x xC C eC e x
γ

α β γβ
α α

+∞ + +− −∫ . 

由情形 1得:  

原式
24

1 14
0( ) ( ) .

2 22
C C eC e

αγ γ γ
αβ βΦ

α α αα

−π
= − − −

−
 

情形 7  积分形式为 
22

0 1 20
( ) dx xC C x C x e xα β γ+∞ + ++ +∫ ,  

其中: 0 1 2, , , ,C C C α β 和 γ 为常数, 且 0α < . 
这个积分较复杂, 若用常规变量替换将十分

麻烦. 但由情形 2可知, 只要将积分
22

0
dx xx e xα β+∞ +∫

转化成这种形式
2

0
( ) dx xA Bx e x Cα β+∞ ++ +∫ , 再用情

形 2中的方法, 问题就可解决. 
解   

22

0
dx xx e xα β+∞ + =∫  

22

0

1 (2 ) d
2

x xx x x e xα βα β β
α

+∞ ++ − =∫  

2 2

0 0

1 d d ,
2 2

x x x xx e xe xα β α ββ
α α

+∞ +∞+ +−∫ ∫  

又 
2 2 2

00 0
d | dx x x x x xx e xe e xα β α β α β+∞ +∞+ + +∞ += − =∫ ∫  

2

0
d ,( 0),x xe xα β α

+∞ +− <∫  

所以 

原式=
2

0 1 20
( ) dx xC C x e x C eα β γ γ+∞ + ++ + ⋅∫  

2 22
0 10 0

d ( ) dx x x xx e x C C x e xα β α β γ+∞ +∞+ + += + +∫ ∫  

2 2

2 0 0

1( d d )
2 2

x x x xC e e x xe xγ α β α ββ
α α

+∞ +∞+ +− − =∫ ∫

 
22 2

0 10
[( ) ( ) ] d

2 2
x xC CC C x e xα β γβ

α α
+∞ + +− + −∫ . 

由情形 2得:  

原式
2 24

24 4
1

1{(C )( )
2 2

Ce e
αγ β β

α αβ
α α

−

= − − +  

2 2
0 1[( ) ( )] ( )}

2 2 2 2
C CC Cβ β βΦ
α α α α α

π
− − − − =

−

 
2 24

1 24 4
02[( ) (

2 4
C Ce e C

αγ β β
α αβ

α α

−

− + + −  

2
1 2 2

2 ) ( )]
2 4 2

C C Cβ β βΦ
α α α α
+ π

+ −
−

. 

情形 8  积分形式为
2

0
( ) dx x

nQ x e xα β γ+∞ + +∫ , 其
中: 2

0 1 2( ) ,n
n nQ x C C x C x C x= + + + +" , ,α β γ 和 iC

为常数, 且 0α < . 

若记
2+

0
( ) dx x

n nA Q x e xα β γ∞ + += ∫ , 则 
2

1 10
( ) d' ' x x

n n nA A Q x e xα β γ+∞ + +
− −= = ∫ ,  

其中: 
2

1 3 2( ) [ ( 1)]
2

' nn
n n n

CQ x Q C n x
α

−
− − −= + − − +  

1
1( ) , 3,

2
nn

n
CC x nβ
α

−
− − ≥  

若继续下去 , 可得 1 2 2
' ' '

n n nA A A A− −= = = =" , 但该
方法计算复杂. 若将所求积分化为(n+1)个积分之
和, 则所有积分均具有相同的形式 

2

i0
x di x xC e xα β γ+∞ + +∫ ,  

这样方便计算, 通过类比和递归可得最后结果. 

解  记
2

0
dn x x

nI x e xα β γ+∞ + += ∫ , 则 
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21

0

1 (2 ) d
2

n x x
nI x x e xα β γα β β

α
+∞ − + += + − =∫  

2 21 1

0 0

1 d d
2 2

n x x n x xx e x e xα β γ α β γβ
α α

+∞ +∞− + + − + +− =∫ ∫  

2 1
1 , 2,

2 2n n
n I I nβ
α α− −
−

− − ≥  

其中:  
24

4
0 ( ) ,

2
I e

αγ γ
αβΦ

α α

−π
= −

−
  

1 0 ,
2 2
eI I
γ β
α α

= − −  

所以  

原式=
2 2

0 10 0
d dx x x xC e x C xe xα β γ α β γ+∞ +∞+ + + ++ + +∫ ∫ "  

2

0
0

d .
n

n x x
n i i

i

C x e x C Iα β γ+∞ + +

=

=∑∫  

特别的, 当 0β = 时,  
2

2
1

2
0 0

d d
2

nt x
n x t

n
eI x e x t e t
γ

α γ α
−=+∞ +∞+= = =∫ ∫

令

 

1
21 1( )( )

2 2

ne nγ

Γ
α

++
− ,  

所以 

原式=
1

2

0

1 1( )( )
2 2

in

i
i

e iC
γ

Γ
α

+

=

+
−∑ . 

3 结语 

在本文的计算过程中, 密切注意被积函数的
特点和积分区域, 选择合适的分布函数, 从概率分
布的角度解决计算问题. 同时, 对较难处理的问题, 
通过递归转化成已处理的, 避免了复杂的计算. 
由 Weierstrass 逼近理论可以知道, 连续函数

( )f x 可以用一元多项式无限逼近, 因此本文中研
究的两类积分可以为具有形式

0
( ) dxf x e xα γ+∞ +∫ 或

0
( ) dxf x e xα γ+∞ +∫ 难以计算的积分提供近似计算, 但

其结果的有效性尚有待进一步研究. 
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Calculating of Two Classes of Infinite Integrals with Probabilistic Method 

SHANG Jin-yao, ZHANG Xiao-min* 
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Abstract: In this paper, two classes of infinite integrals 
0

( ) dx
mP x e xα γ+∞ +∫  and 

2

0
( ) dx x

nQ x e xα β γ+∞ + +∫  are put 
forward and solved. The general expressions of the results are derived through recursion in combination with the 
concept and properties concerning gamma distribution and normal distribution. The solutions proposed in this 
paper provide the approximating method for calculation of the integrals that bear the unsolvable form of 

0
( ) dxf x e xα γ+∞ +∫  or 

2

0
( ) dx xg x e xα β γ+∞ + +∫ . 

Key words: infinite integral; gamma distribution; normal distribution; probability density function; recursion 

（责任编辑  史小丽） 


