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摘要: 利用多项式 Euclid 算法给出了非奇异m重对角因子循环矩阵求逆的一个新算法, 并将该
算法推广至求m重对角因子循环矩阵的群逆和Moore-Penrose逆, 及给出了具体的求逆步骤.  
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循环矩阵及其推广在数学、物理学和工程技术

等领域应用广泛, 因此探讨m重对角因子循环矩
阵其性质和应用显得很有必要. 笔者利用多项式
的 Euclid 算法给出了m重对角因子循环矩阵求逆
和广义逆的一种快速算法, 它的一个显著特点是
无需预先知道该矩阵是否非奇异.  
设 t t tR D C= 是一个非奇异的基本对角因子循

环矩阵, 其中, 
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称多项式 1( , , )mf x x 为m重对角因子循环矩阵 A
的表示多项式.  
令: 
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是对角矩阵.  
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则由文献[1]可知 B是 A的谱逆, 即 sB A= .  
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所以该定理中 1 1( , , )mu x x 的存在性得以证明, 因
此, 1 1 1 2 1( , , ) ( , , ) ( , , )m m mu x x u x x g x x= . 

当 1
1 1( , , )mii

m md dω ω 是
1
( ), , ( )

mR Rg x g x 的 ,k  

1 21, , 1mk n n n+ − 个根组时,  
1

1 1( , , ) 0mii
m mu d dω ω = . 

当 1
1 1( , , )mii

m md dω ω 是
1
( ), , ( )

mR Rg x g x 的 0,1,  
, 1k − 个根组时,  

1 1
1 1 1 1 1( , , ) ( , , )m mi ii i

m m m mu d d u d dω ω ω ω= ⋅  
1 1

2 1 1 2 1 1( , , ) ( , , ) /m mi ii i
m m m mg d d g d dω ω ω ω=  

1 1
1 1 1 1 1( , , ) 1 / ( , , )m mi ii i

m m m mf d d f d dω ω ω ω= , 
且, 

1 2 1
1 1

( , , , ) ( ) ( ( , ,
m m

m t t
t t

B u R R R F diag u d
= =

= = Δ⊗ ⊗  

1 1 1
1 1 1 1), , ( , , ), , ( , ,mii n

m m md u d d u dω ω ω −  

1 1

1 1 1 1
)( ) ( )m

m m m m
n

m m t t t t
t t t t

d F Fω − −

= = = =

Δ = Δ ⋅⊗ ⊗ ⊗ ⊗  

1 1 1

1 1( , , ,
( , , ) ( , , )m m m

diag
f d d f d dω ω

 

1

1
11

1 11 1

1 ,0, ,0)( ) .
( , , )m

m m

t tkk
t tm m

F
f d dω ω

−
−−

= =

Δ⊗ ⊗  

由定理 1可知, 1 2( , , , )mB u R R R A+= = . 

2 m重对角因子循环矩阵求逆和广义逆的算法 

综前所述, 可得到 m重对角因子循环矩阵的
逆、群逆和Moore-Penrose逆的算法如下. 

步骤 1  由 1

1 10, 0 ,( , , , ,m

m m

n n
R R j jA SCACIRC a a=  

1 1, 1)
mn na − − 得到: 

1( , , )mf x x =  
1 2

1
1 2

11 1
1

, , ,
0 0 0 1 0 1

( ) ,
tm

t

m
m

jnn n m m
j

j j t s t
j j j t s t

a d x
−− −

−

= = = = = =
∑∑ ∑ ∏ ∏ ∏  

,
1

t
t

t

t

n
n

t j
j

x d
=

−∏ , 

计算出
1 2 1 2( , , , )

mR R R mG x x x . 令 1 1 2( , , , )mr x x x− =  

1 2 1 2( , , , )
mR R R mG x x x , 0 1 1( , , ) ( , , )m mr x x f x x= , 

1 1( , , ) 0mu x x− = , 0 1( , , ) 1mu x x = , 1, , .t m=  
步骤 2  利用多元多项式的除法, 由下式: 

1 1 1 1( , , ) ( , , )i m i mr x x r x x+ −= −  

1 1( , , ) ( , , )i m i mq x x r x x , 
算出 1( , , ),i mq x x 1 1( , , ),i mr x x+ 0,1, ,i m= . 
步骤3  若 1 1( , , )i mr x x+ 的首相系数是 1ic + , 令: 

1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) / , 0,1, .i m i m ir x x r x x c i m+ + +← =  
步骤 4  由下式: 

1 1 1 1( , , ) ( ( , , )i m i mu x x u x x+ −= −  

1 1 1( , , ) ( , , )) /i m i m iq x x u x x c + , 
算出 1 1( , , )i mu x x+ , 转步骤 2;  
步骤 5  如果 1 1( , , ) 1, ( , , )k m k mr x x u x x= 是

1A− 的表示多项式, 则 1
1 2( , , , )k mA u R R R− = ; 否则, 

1( , , ) 0k mr x x = , 则 1 1( , , )k mr x x− 是 1( , , )mf x x 和

1 2 1 2( , , , )
mR R R mG x x x 最大公因式. 令: 

1 2 1 1 2( , , , ) ( , , , ),m k mr x x x r x x x−=  

1 1 2( , , , )mr x x x− , 
满足: 

1 1 2 1 1 2( , , , ) ( , , , )m k mr x x x r x x x− − =  

1 2 1 2( , , , )
mR R R mG x x x , 

0 1 2 1 2 1 1{ ( , , , ) ( , , , ) ( ,m m kr x x x f x x x r x−−  

2 1 1 2, , } ( , , , ) ,m mx x r x x x−∈  

1 1 2 0 1 2( , , , ) 0, ( , , , ) 1,m mu x x x u x x x− = =  
转步骤 2;  
步骤 6  一直计算, 直到出现 1( , , ) 1,k mr x x =

则 1( , , )mu x x 满足 1 1 1{ ( , , ) ( , , ) ( ,m k mu x x u x x r x−  

1 2 1, )} ( , , )
mm R R R mx G x x∈ 是 #A 的表示多项式, 

因此 #
1 2( , , , )mA u R R R= . 进一步可知, 如果 tR 是

正规的, 则 #
1 2( , , , )mA A u R R R+ = = . 

3 算法工作量 

如果 m重对角因子循环矩阵是非奇异的, 工
作量可分为两部分. 假设m重对角因子循环矩阵
A的阶数是 1 2 mn n n , 则 1 2deg( ( )) mf x n n n m= − , 
首先多元多项式除法的工作量为: 

1 1 1 1( , , ) ( , , )i m i mr x x r x x+ −= −  

1 1( , , ) ( , , )i m i mq x x r x x , 
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1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) / , 0,1, , .i m i m ir x x r x x c i m+ + +← =  
显然, 多元多项式除法不超过 1 2 mn n n m− 次. 

如果只计算 1 2 mn n n m− 次, 则 1deg( ( , , ))i mq x x =  
m , 1 1( , , ), ( , , )i m i mq x x r x x 首项系数都是1, 于是 

多元多项式除法工作量为
1 2

1 2

11 1

1 2
1 1 1

2
m

m

nn n

m
i i i

i i i
−− −

= = =
∑∑ ∑ , 不 

超过 1 22 mn n n , 如果计算少于 1 2n n mn m− 次, 显
然 1deg( ( , , ))i mq x x m , 则需要简化多项式除法
的次数. 此部分工作量不超过 1 22 mn n n .  

其次, 讨论多项式乘法工作量为: 

1 1 1 1 1( , , ) ( ( , , ) ( , , )i m i m i mu x x u x x q x x+ −= − ⋅  

1 1( , , )) /i m iu x x c + , 0,1,i = . 
由算法可知, 多项式乘法不超过 1 2 mn n n m−

次 .  如果计算 1 2 mn n n m− 次 ,  则 1deg( ( , ,iq x  
))mx m= ,  1 1( , , ), ( , , )i m i mq x x r x x 首项系数都是 

1, 则多元多项式除法工作量为
1 2

1 2

11 1

1 2
1 1 1

2
m

m

nn n

m
i i i

i i i
−− −

= = =
∑∑ ∑ ,  

不超过 1 22 mn n n , 如果计算少于 1 2 mn n n m− 次, 
该部分乘法工作量不超过 1 22 mn n n , 因此总工作
量不超过 1 24 mn n n .  

当m重对角因子循环矩阵是奇异的时, 算法
计算群逆或者Moore-Penrose逆的总工作量不超过

1 28 mn n n .  

4 算法可行性 

参考文献[5-6]介绍了 Mathematica、Maple 等
软件没有实现的多元多项式除法运算, 而利用设
计的存储结构及多项式的运算能非常容易实现, 
运算速度非常快. 笔者在此实现了多元多项式的
运算, 再利用第三部分算法, 也就实现了m重对角
因子循环矩阵求逆和广义逆的算法.  
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Euclid Algorithm for Finding Inverse and Generalized Inverse of  
m Multiplicity Diagonal Factor Circulant Matrix 

HOU Dong-jie, CEN Jian-miao* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: A new algorithm for finding the inverse of a nonsingular m multiplicity diagonal factor circulant 
matrix is presented using the Euclid algorithm of polynomial. The presented algorithm is extended to compute 
the Moore-Penrose inverse of a singular m multiplicity diagonal factor circulant matrix. The steps in derivation 
are given in detail. 
Key words: m multiplicity diagonally factor circulant matrix; inverse; group inverse; Moore-Penrose inverse; 
Euclid algorithm 
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