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一种改进的混合极性列表技术 
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摘要: 针对基于多输出混合极性 Reed-Muller 逻辑表达式极性转换问题, 提出了基于不相交项的
列表极性转换方法, 并通过极性搜索实现函数的最小化. 结果表明: 与传统列表极性转换法相比, 
提出的新方法能有效降低时间复杂度.   
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目前的数字系统往往是基于传统布尔逻辑来

实现, 事实上逻辑函数也可以用XOR/AND为基础
的 Reed-Muller(RM)逻辑来实现[1], 而且与 Boolean
逻辑实现的电路相比, 用RM逻辑实现的电路在面
积和可测试性等方面有一定的优势[2-3]. RM逻辑电
路的发展主要受到工艺方面的制约[4], 而随着工艺
的进步, FPGA技术的出现为 RM电路提供了有效
的硬件实现平台[5]. 因此, RM 逻辑电路综合与优

化技术的研究显得更加重要.  
RM 逻辑函数按极性可分为固定极性(FPRM)

和混合极性(MPRM)两种形式. 对于 n 输入变量的
逻辑函数分别有 3n个混合极性和 2n 个固定极性, 
从而对应有 3n个混合极性表达式和 2n个固定极性

表达式, 且所有固定极性表达式都包含在混合极
性表达式之中. 因此, 优化 MPRM 逻辑函数比优

化 FPRM 逻辑函数有更大的空间, 但相应的优化过
程也更复杂. 基于极性变换的优化是RM逻辑函数
优化的常用方法之一, 需要有快速的RM逻辑函数
的极性转换技术的支持.  
笔者针对最小项 MPRM 逻辑表达式列表转换

技术的缺点[6-7], 提出基于不相交项[8-9]的列表极性

转换方法, 且所提出的新方法避免了将原始逻辑
函数转换成最小项, 从而大大减少了极性转换过
程中的乘积项个数. 且以逻辑表达式乘积项个数
为成本函数, 通过极性搜索得到给定函数的最佳

极性, 实现逻辑函数的优化, 最后通过实验验证算
法的有效性.  

1 理论基础 

任意 n个输入变量和m个输出变量的逻辑函数
{ : | 0 1}n

kf B B k m→ −≤ ≤ 可用最小项表达式表示

为:  
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其中, ∑为“或”运算; kf 为第 k个输出变量, 0,k =  
1, , 1m −" ; 下标 i可用二进制表示为 1 2 0( )n ni i i i− −= " ; 

,i ka 为最小项系数, 取值 1或 0, 表示 im 是否在第 k
个最小项表示式中出现; 最小项 im 可用符号表示
为 1 2 0i n nm x x x− −= � � � , 其中, 
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运用 Shannon公式[10], 1个 n变量 RM逻辑函
数 1 2 0( , , , , )n n if x x x x− − " " 可对任意变量 xi展开为: 

1 2 0 1 2( , , , , , ) ( , , ,n n i i n nf x x x x x f x x− − − −=" " "  

0 1 2 00, , ) ( , , ,1, , )i n nx x f x x x− −⊕" " " , (3) 
代入 1i ix x= ⊕ 与 1i ix x= ⊕ 中, 可得到另外 2 种
RM表达式: 

1 2 0 1 2( , , , , , ) ( , , ,0, ,n n i n nf x x x x f x x− − − −=" " " "  

0 1 2 0) { ( , , ,0, , )i n nx x f x x x− −⊕ ⊕" "  
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1 2 0( , , ,1, , )}n nf x x x− − " " , (4) 
1 2 0 1 2( , , , , , ) ( , , ,1, ,n n i n nf x x x x f x x− − − −=" " " "  

0 1 2 0) { ( , , ,0, , )i n nx x f x x x− −⊕ ⊕" "  

1 2 0( , , ,1, , )}n nf x x x− − " " . (5) 
因此, 每个变量 ix 都有 3种形式. 极性 P可用

三进制表示 1 2 0n nP P P P− −= " , 其中, kP 为变量 kx 的
极性: 若 2kP = , 变量 kx 将以原变量或反变量的形
式出现; 若 1kP = , 变量 kx 将只以反变量的形式出
现; 若 0kP = , 变量 kx 将只以原变量的形式出现. 
n变量MPRM表达式可表示为:  
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其中, 乘积项 jπ 可表示为 1 2 0( )j n nx x xπ − −= � � �" , 下标
j表示为 1 2 0( )n nj j j j− −= " . ix� 、 jπ� 、 ij 和 iP有如下
关系:  
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2 基于最小项的MPRM列表极性转换法 

逻辑函数的列表表示法不仅可以表示传统的

Boolean逻辑, 也可以表示 MPRM逻辑. 对于单输
出逻辑函数, 可以用 1 2 0( )n ni i i− − " 表示逻辑表达式

中乘积项下标的二进制表示; 对于多输出逻辑函
数, 用 1 2 0( )m mc c c− − " 来表示 m个输出, 每位 jc 的
取值分别表示对应乘积项 1 2 0( )n ni i i− − " 是否出现在

该输出函数中: 若 jc 取 0, 表示 1 2 0( )n ni i i− − " 不出现; 
若 jc 取 1, 表示 1 2 0( )n ni i i− − " 出现.  
不同极性下 MPRM 逻辑函数有不同的表示形

式, 采用极性变换优化 MPRM 逻辑函数成为有效

优化方法之一. MPRM逻辑每位都有 3种极性, 所
以每位的极性转换共有 6种情况, 下面以极性 2转
换到极性 0、1为例进行说明[6].  

(1) 当初始极性 2kP = , 目标极性 ' 0kP = 时 , 
表达式中应只出现原变量 kx , 若出现 1 2( n nx x− −� � "  

0 )kx x�" , 列表法表示为 1 2 1 1 0 1( 0 ,n n k k mi i i i i c− − + − −" "  

2 0 )mc c− " , 根据公式:  

1 2 0 1 2 0n n k n n kx x x x x x x x− − − −= ⊕� � � � � �" " " "  

1 2 1 1 0n n k kx x x x x− − + −� � � � �" " , (8) 
其中 , 1 2 1 1 0n n k kx x x x x− − + −� � � � �" " 在 ' 0kP = 极性下的列

表法表示式与 1 2 0n n kx x x x− −� � �" " 在 2kP = 极性下的

列表法表示式相同, 保留此行列表项, 再向列表中
添加新项 1 2 1 1 0 1 2 0( 1 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " 即可.  

(2) 当初始极性 2kP = , 目标极性 ' 1kP = 时 , 
表达式中应只出现反变量 kx

−

, 若出现 1 2( n nx x− −� � "  

0 )kx x�" , 列表法表示为 1 2 1 1 0 1( 1 ,n n k k mi i i i i c− − + − −" "  

2 0 )mc c− " , 根据公式:  

1 2 0 1 2 0n n k n n kx x x x x x x x− − − −= ⊕� � � � � �" " " "  

1 2 1 1 0n n k kx x x x x− − + −� � � � �" " , (9) 
其中, 1 2 0n n kx x x x− −� � �" " 在 ' 1kP = 极性下的列表表示
式与 1 2 0n n kx x x x− −� � �" " 在 2kP = 极性下列表表示式

相同, 保留此行列表项, 再向列表中添加新项 1( ni −  

2 1 1 0 1 2 00 , )n k k m mi i i i c c c− + − − −" " " , 再将所有列表行
的 ki 位取反.  
其余 4种转换规则均可按照上述方法得到. 所

有 6种转换规则可归结为:  
(1) 初始极性 kP 与目标极性 '

kP 若满足 ( 0,kP =  
' 1)kP = , '( 1, 0)k kP P= = , '( 2, 1)k kP P= = 中之一 , 且

原列表中出现 1 2 1 1 0 1 2 0( 1 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " , 
则插入新行 1 2 1 1 0 1 2 0( 0 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " ;  

(2) 初始极性 kP 与目标极性 '
kP 若满足 ( 0,kP =  

' 2)kP = , '( 2, 0)k kP P= = , '( 1, 2)k kP P= = 中之一, 且
在原列表中出现 1 2 1 1 0 1 2 0( 0 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " , 
则插入新行 1 2 1 1 0 1 2 0( 1 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " .  

(3) 初始极性 kP 与目标极性 '
kP 若满足 ( 2,kP =  

' 1)kP = 或 '( 1, 2)k kP P= = 则将列表行 1 2( n n ki i i− − " "  

0 1 2 0, )m mi c c c− − " 中 ki 取反.  

3 基于不相交项的列表极性转换算法 

笔者提出了一种基于不相交项的混合极性列

表转换算法, 即首先将逻辑函数表达式转换为乘
积项两两不相交的形式, 则: 
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其中, ⊕∑ 代表异或运算. 不相交项与最小项都
是两两互不相交的, 但是 1个不相交项通常包含多
个最小项, 因此使用不相交项表示 1个函数要比最
小项简洁得多.  
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3.1  不相交项的生成 
定义1  对于任意2个变量 , {0,1, }i jx x ∈ − (其中

“ −”表示任意值), 表达式 i jx x∩ 代表 ix 与 jx 的
相交运算, 运算规则为: 0 0 0∩ = , 1 1 1∩ = , 0∩  

0− = , 1 1∩− = , −∩ − = − , 1 0∩ =∅ .  
定义 2  对于任意 2个乘积项 w vp p、 和 wi vix x、

分别代表乘积项的第 i 位, 如果存在某位的按位异
或操作满足 ^ 1wi vix x = , 则称乘积项 w vp p、 互不相

交, 记为 w vp p∩ =∅ .  
定义 3  对于任意 2个乘积项 w vp p、 , 若存在

( 1) ( 1) 0 0{( ), , ( )}w v w n v n w vp p x x x x− −∩ = ∩ ∩" vp= , 则
称 wp 包含 vp , 记为 v wp p⊆ .  
设定有个逻辑函数表达式共有 n个乘积项, 变

量 ,a b 为指向逻辑函数中乘积项的指针 , (a =  
, )i b j= 表示 ,a b分别指向逻辑函数的第 i个与第 j
个乘积项. a的取值范围在 1~ n , b的取值范围在
2~ n , 且在运算过程中 b值要始终大于 a值. 根据
不相交锐积运算性质可知[8-9], 运算结果可能会产
生多个乘积项, 我们可用 d 来表示运算结果中包
含的不相交乘积项个数.  
算法步骤如下:  
(1) 设置算法中变量初始值. 1a = 表示 a指向

第1个乘积项; b n= 表示指向最后1个乘积项; d =  
0 ; m n= 表示m记录上次运算循环结束时逻辑函
数中的乘积项个数.  

 
图 1  生成不相交项的算法流程 

(2) 判断 a和 b的乘积项是否相交. 若相交, 
则算法进入步骤 3; 若不相交, 进入步骤 5.  

(3) 判断乘积项 a是否包含乘积项 b . 若包含, 
则在逻辑函数中去掉b , 设置 1n n= − , 如果b a= , 
进入步骤 6, 否则返回步骤 2继续执行.  

(4) 若不包含, 执行不相交锐积运算b a⊗ , 更
新变量 d , 并用运算结果的 1 个乘积项代替指针b
当前指向的乘积项, 其余乘积项添加到函数链表
最后面, 设置 1n n d= + − , 如果b a≤ 进入步骤 6, 
否则返回步骤 2.  

(5) 设置 1b b= − , 如果 b a≤ 进入步骤 6, 否
则返回步骤 2.  

(6) 设置 b n= , 1a a= + . 如果 a m= , 则算
法结束; 否则设m n= , 返回步骤 2继续执行.  
相应算法流程如图 1所示. 

3.2  基于不相交项的列表转换算法 
在最小项表达式中, 乘积项的各位只出现“0”

“1”, 而在不相交项中会出现“ −”, 因此必须要
找出“ −”在列表转换中的转换规则, 以下举例说
明.  

情况 1  原列表行中 ki = − .  
在极性 3(2222)P = 下, 某个乘积项为{0 00}− , 

将其转换为极性 '
3(2022)P = . 利用最小项列表转

换规则可得结果为{0000} , 极性 '
2 0P = 下 2 0i = 代

表 2 1x = , 与极性 2 2P = 下 2i = −意义相同, 因此定
义: 在 0、1、2三种极性下都以 ki = −代表 1kx = . 这
样在极性 2kP = 下, {0,1, }ki ∈ − , 0kP = 或 1 下 ki ∈ 
{1, }− , 上述转换结果为{0 00}− , 没有变化. 将 6
种极性都进行转换后发现, 若原列表中存在 ki = − , 
则极性转换时此位不用发生变化.  
情况 2  原列表行中 1ki = .  
当初始极性 kP 与目标极性 '

kP 满足 ( 0,kP =  
' 2)kP = 或 '( 2, 0)k kP P= = 时 , 1ki = 都表示 1kx = , 
列表不变. 当 '( 0, 1)k kP P= = 或 '( 1, 0)k kP P= = 或 ( kP =  

'2, 1)kP = 时, 由 Shannon 公式可知, 要向原列表行
添加新行 1 2 1 1 0 1 2 0( , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −−" " " , 其中, 

'( 2, 1)k kP P= = 下的 0ki = 同时变为 1ki = . 当 ( kP =  
'1, 2)kP = 时, 将 1ki = 变为 0ki = .  
情况 3  原列表中 0ki = .  
由情况 1 可知, 初始极性 01kP = , 下不可能出

现 0ki = . 当 '( 2, 1)k kP P= = 时 , 0ki = 变为 1ki = . 
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当 '( 2, 0)k kP P= = 时, 添加新行 1 2 1 1( 1n n k ki i i i− − + −" "  

0 1 2 0, )m mi c c c− − " , 并将 0ki = 变为 ki = − .  
将以上 3种情况总结为:  
(1) 当极性转换属于 '( 0, 1)k kP P= = 、 ( 1,kP =  

' 0)kP = 、 '( 2, 1)k kP P= = 中之一时, 若有 1ki = , 则
添加新行 1 2 1 1 0 1 2 0( , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −−" " " .  

(2) 当极性转换属于 '( 2, 0)k kP P= = 时, 若有
0ki = , 则添加新行 1 2 1 1 0 1 2 0( 1 , )n n k k m mi i i i i c c c− − + − − −" " " , 

并将 0ki = 变为 ki = − .  
(3) 当极性转换属于 '( 2, 1)k kP P= = , 若有
0ki = , 则将其变为 1ki = ; 当属于 '( 1, 2)k kP P= = , 

若有 1ki = , 则将其变为 0ki = .  
最后, 检查列表中是否有 1 2 0n ni i i− − " 项相同的

两行. 若有, 则将这两行的 1 2 0m mc c c− − " 项按位异

或运算. 若异或结果为 0, 则删除这两行; 否则将
异或结果覆盖其中一行的 1 2 0m mc c c− − " 项, 删除另
一行.  
例如给定 1个逻辑函数如下: 

1 1 0 0

0 1 0

,
.

f x x x
f x x
= +⎧

⎨ =⎩
 (11) 

现将此逻辑表达式转换为极性 3(210)P = 的表

达式. 转换过程如图 2所示.  

3 3 3

2 1 0 2 1 0 2 1 01 0 1 0 1 0

  (222)              (212)              (210)

          
 0  0  1 1            1  0  1  1            1  1  1
  1  1 0          1 1 0            1  1

P P P

x x x f f x x x f f x x x f f
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= = =

→ →

− − − −
− − − − − − 0

                                                          1  1  1 1−

 

图 2  列表转换过程 

最后, 我们可验证一下算法的有效性:  

1 1 0 1 0 1 0 0( ) (1 )f x x x x x x x= ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ =  

1 0 0 1 0 0x x x x x x⊕ = + , (12a) 

1 1 0 1 0 1 0( ) (1 )of x x x x x x x= ⊕ = ⊕ = , (12b) 
由此可证提出的算法是正确的.  
列表法的时间复杂度是 3n , 其中 n为列表的

列数. 所以减少所需转换列数可以极大地减少算
法时间复杂度. 笔者所提出的算法中选取某个判
断量α% , 若某列中的“ −”的个数大于逻辑函数
表达式不相交项个数的α% , 则此列不进行转换. 
对大量 PLA 测试文件进行统计分析得出, α%取
值为 90%时, 所需转换列数大都在 15 列以下, 因
此可将 90%设定为判断标准. 算法伪代码如下:  

Step 1 读入 PLA格式测试电路.  
Step 2 根据 3.1节描述算法将测试电路的乘积

项转换为两两不相交的形式.  
Step 3 计算列表中每列“ −”的个数, 并将个

数大于不相交项个数α%的列所在数组的下标存
储在数组 No_Conversion中.  

Step 4 初始化成本函数 Cost 与最优解 Min_ 
Cost 为不相交项个数, 初始极性 [ ] {2,2, ,2}P n = " , 
其中, n =输入变量个数 R− No_Conversion元素个数.  

Step 5 根据 3 进制的运算规则得出目标极性

New _ P[ ] [ ] 1R n P n= − , 由 3.2节所述转换规则进行极
性转换, 其中No_Conversion所对应的列不需转换. 
合并新行与原行中 1 2 0n ni i i− − " 项相同的两行.  

Step 6 更新 RCost值为新极性下乘积项个数.  
Step 7 若 RCost< RMin_Cost, 则 RMin_Cost = RCost.   
Step 8 New _ P[ ] [ ]P n R n= .  
Step 9 若重复次数小于3n , 重复 Step 5~Step 8; 

否则输出 RMin_Cost.  

4 实验结果及分析 

以逻辑表达式中所含乘积项数作为电路面积

估算模型, 提出算法用 C语言实现, 通过 VC++6.0
编译, 硬件环境为 Pentium(R) Dual-Core 3.0 GHz 
CPU 2 GB RAM; 实验采用的测试电路是 MCNC
和 ISCAS 基准电路, 所有实验电路均取值α%为
90%.  
实验结果见表 1. 其中, 第 1、2栏分别是测试

电路名称与输入、输出变量个数, 第 3、4栏与 5、
6栏分别是文献[6]与本文的实验结果, time与 terms
是算法所需 CPU 时间与所得的乘积项数目. 由表
可见, 对于输入个数较少的电路来说, 本文算法与
文献[6]算法相比优化结果相当. 而当输入个数>14
时, 文献[6]的算法几乎无法运行出结果, 而由于
本文算法时间复杂度并不随输入变量个数呈指数

倍增长, 所以计算速度具有明显优势. 同时, 文献
[6]算法中变量出现情况只有 3 种—–只出现原变
量、只出现反变量、原反变量同时出现, 而本文算
法只要满足不相交就可以, 例如 2 1 0x x x 、 2 1x x 、 1 0x x
在文献[6]算法转换过程中不可能出现, 但它们是
两两不相交的, 本文算法可直接进行转换, 这可导
致两种算法解空间的不同, 从而影响优化结果. 
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表 1  实验结果 

文献[6] 本文 
电路名称 

输入/

输出 time/s terms time/s terms

newtag_d 8/1  0.14 6 0.13 6 

rd84 8/4  1.47 107 0.73 107 

sqrt8 8/4  0.45 26 0.44 26 

misex1 8/7  0.25 13 0.34 17 

apex4 9/19 18.16 444  28.25 451 

alu2 10/6 65.81 225  40.70 225 

cu 14/11 - -  18.83 22 

b12 15/9 - -  69.42 76 

pm1 16/13 - -  71.83 27 

tcon 17/16 - - 0.00 31 

pcle 19/9 - -  35.55 32 

cc 21/20 - - 4.89 53 

cm150a 21/1 - - 0.02 17 

pcler8 27/17 - - 309.56 56 

c8 28/18 - - 226.77 82 

5 结论 

提出了基于不相交项的列表转换算法, 新算
法较基于最小项的列表转换方法需处理的数据量

大为减少. 同时通过给定判断量α% , 进一步减少
了算法的时间复杂度. 最后以逻辑表达式乘积项
个数为成本函数, 通过极性搜索, 实现给定逻辑函
数的优化. 将本文算法用于 15个MCNC和 ISCAS
基准电路的优化, 实验结果表明, 与文献[6]的算
法相比, 在处理大电路时, 本文算法计算速度具有
明显优势.  
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An Improved Tabular-technique for Mix-polarity 

LI Xin-wen, XIA Yin-shui*, WANG Lun-yao 
( Institute of Circuits and Systems, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Regarding the issues of the multi-output mixed polarity with Reed-Muller (MPRM) polarity 
conversion, a disjointed cube based tabular technique is proposed by searching the best polarity for function 
minimization. The experimental results show that the time complexity is notably reduced compared to that of 
traditional tabular technique. 
Key words: tabular-techniques; mixed-polarity Reed-Muller; polarity conversion; disjointed cubes 
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