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马尔可夫机制转换模型下保险公司的最优投资及再保险策略 
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摘要: 研究了马尔可夫机制转换模型下保险公司的最优投资及再保险策略问题. 假定风险资产

价格满足马尔可夫调制的几何布朗运动, 得到了最终财富的指数期望效用最大准则下的最优投

资和最优再保险策略. 结果表明: 市场的经济状态对最优投资策略有很大影响, 并通过数值计算

分析了模型中市场利率和绝对风险厌恶系数与最优投资策略和最优再保险策略的关系.  
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自 Markowitz[1]开始采用均值方差投资组合以

来 , 有关投资组合优化的研究越来越受到关注 . 

Browne[2]利用带漂移的布朗运动来描述公司的盈

余, 研究了最大化生存概率和最大化最终财富期

望指数效用问题. Yang等[3]研究了在跳扩散模型下

保险公司的最优投资问题, 并给出了效用函数是

指数效用函数情况下, 最终财富期望效用最大的

最优投资策略. 杨招军[4]研究了部分信息下极大化

终止时刻期望效用的最优投资策略问题. Bai 等[5]

考虑了在多种风险资产和非卖空限制情况和最大

化最终财富的期望指数效用准则下的最优比例再

保险和最优投资问题. 罗琰等[6]得到了在最大化生

存概率和最大化终止时刻期望效用准则下, 最优

投资策略及最优比例再保险策略的闭解. Yi等[7]考

虑了一个模糊厌恶的保险公司, 在 Heston[8]随机波

动率模型下的稳健最优再保险和最优投资问题. 

上述文献均是在假定风险资产价格满足几何布朗

运动或者跳扩散模型下考虑最优投资问题. 然而, 

大量实证发现金融市场中存在机制转换的性质. 

Hardy[9]提出了用机制转换模型来建模和预测长期

的股票回报, 利用标准普尔 500指数的数据分析发

现用机制转换建立模型获得的数据比对数正态模

型、ARCH 模型等其他经济模型更贴近实际数据. 

Andrew 等[10-11]基于美国、德国和英国的利率分析

数据为市场利率中存在机制转换性质提供了实证

证据.  

目前, 马尔可夫机制转换模型在保险和金融

领域有着广泛的应用. 模型中连续时间的马尔可

夫链的状态被看作市场的经济状态, 其经济状态

的转移是由于商业和经济周期的变化而引起的. 

在投资组合领域, Bauerle 等[12]假定市场中的无风

险利率、风险资产的回报率与波动率都依赖于马 

尔可夫链的状态, 同时研究了不同效用函数下最

大化终止时刻的期望效用问题. Elliott 等[13]考虑了

马尔可夫调制的几何布朗运动模型下的风险最小

化投资问题 , 有关这方面研究还可以参考文献

[14-15].  

笔者在 Bauerle 等[12]模型的基础上, 考虑了保

险公司的再保险问题, 利用随机控制理论, 在最大

化最终财富的期望效用准则下, 得到了保险公司

的最优投资和最优再保险策略. 与文献[6]不同的

是: 我们假定风险资产价格满足马尔可夫调制的

几何布朗运动, 而文献[6]假定风险资产价格满足

几何布朗运动. 本研究结果发现, 市场的经济状态

对最优投资策略具有很大的影响, 因此我们考虑

的问题是有意义的.  
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1 模型假设 

考虑一个无摩擦且无套利的金融市场, 市场

中的所有不确定性用一带滤流的完备概率空间

[0, ]( , ,( ) , )t t T P   来描述. 假定市场中有 2类可交

易的资产, 一类是无风险债券 B , 另一类是风险资

产 S , 且市场投资者在 [0, ]T 时间内可连续交易. 

这 2类资产都依赖于市场经济状态, 我们用一连续

时齐马尔可夫链 0{ }s s T  ≤≤ 来描述其经济状态, 
的状态空间为 1 2{ , , , }NX e e e  , 其中 (0,0, ,ie    

T0,1,0, ,0) 表示第 i个元素为 1, 其他元素为 0 的

列向量. 假定马尔可夫链的Q矩阵为 , 1,2, ,( ) ,ij i j Nq  

且是一个保守的Q矩阵. 假定无风险债券 B和风

险资产 S的价格动态分别满足下式: 

d d ,t tB rB t  (1) 

1d ( d d ),
t tt t tS S b t W    (2) 

其中: 1tW 是定义在概率空间 ( , , )F P 上的标准布

朗运动; 0r  是一个常数表示市场利率; 
t

b , 
t


分别是 t时刻风险资产的平均回报率和波动率, 依

赖市场经济状态, 即如果 ,t ie   则 ,
t ib b   

t
   

i . 此外, 为方便我们还假定 0 1B  . 在经典的风

险理论中, 真实的净收益过程 tR


满足下式: 

1

tN

t i
i

R pt Y




  , 

其中: 0p  是常值, 表示单位时间内保费收入; 

tN 是泊松过程, 其强度为  , tN 表示 [0, ]T 这段时

间内发生的总索赔次数; iY 表示第 i次索赔的额度, 

且 1 2{ , , , }NY Y Y 是一列独立同分布的随机变量. 复

合泊松过程
1

tN

ii
Y

 与 t , 1tW 是相互独立的. 

假定 iY 的一阶矩为  , 二阶矩为 2 , 由经典

风险理论可知: 

(1 )p    ,  

其中: 0  为相对安全负荷. 

由于很多险种, 一旦损失发生, 对保险公司来

说是灾难性的, 例如巨灾风险. 因此很多保险公司

为了安全起见, 通常利用购买再保险来转移风险.

我们所考虑的保险公司假定会通过购买再保险的

方式来减小保险索赔所带来的损失. 令 0 1ta≤ ≤
表示 t时刻再保险的分保率, 在 t时刻, 一旦保险

公司面临索赔额为Y 的损失发生, 再保险公司将

支付 (1 )ta Y 给保险公司, 因此对于保险公司来说

面对这次索赔只需自己承担 ta Y 的损失. 假定再保

险公司的相对安全负荷为 , 这里 ≥ , 则购买

再保险后保险公司的净收益过程 tR 满足下式: 

d (1 ) dtR t     

1

(1 ) (1 )d d .
tN

t t i
i

a t a Y 


     (3) 

本文利用扩散模型近似保险公司的净收益过

程, 有关资料参见文献[2,16], 则 

d (1 ) d (1 ) (1 )dt tR t a t          

     2d dt t ta t a W  , (4) 

其中: 2 2 , 0    , 且假定  , 1W , 2W 是相互

独立的, 则(4)式可以化简为: 

2d ( )d dt t t tR a t a W        . (5) 

2 最大化最终财富的期望效用 

采用动态规划原理获得值函数的 HJB 方程, 

并研究投资者在最大化最终财富期望效用准则下

寻求最优投资及再保险策略问题. 对任意的 t  

[0, ]T , 令 t 表示保险公司在 t时刻投资于风险资

产 S占整个财富的比例, 1 t 为投资于无风险债

券 B占整个财富的比例. 假定保险公司采取的投

资是自融资策略, , ,{ ( ), 0 }a aX X t t T  ≤ ≤ 为保

险公司采取投资策略 以及再保险策略 a所对应

的财富过程, 则 
,

, ( )
d ( ) d

a
a t

t
t

X t
X t S

S


 

   

,(1 ) ( )
d d ,

a
t

t t
t

X t
B R

B


  

再由(1), (2)和(5)式可知 , ( )aX t 满足下式: 
, , ,d ( ) [ ( ) ( )a a a

tX t rX t X t      

( ) ( )]d
t tb r a t          

,
1 2( )d d

t

a
t t t tX t W a W

   .  (6) 

在文中假定保险公司所采取的投资和再保险

策略 ( , )t ta 是可行的 ,  即 { ; ,0 }t ta t T ≤ ≤ 是   

循序可测的, 0 1ta≤ ≤ . 且 2

0
[ d ]

T

tE t   . 令M  

表示所有可行策略的集合, : (0, )U   是一个
效用函数, 并假定U 是严格增的凹, 且一阶连续可

导. 对于保险公司, 其目标是选择可行策略 ( , )t ta
使得最终财富的期望效用最大, 于是需要解决如

下优化问题, 对任意的 [1,2, , ]i N  . 
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, ,

( , )
sup [ ( ( )) | ( ) , ]
t t

a a
t i

a
E U X T X t x e 





 

M

, (7) 

其中: , (t)aX  满足(6)式, ,[ ( ) , ]a
t iE X t x e   表

示给定 , (t) ,a
t iX x e   条件下的期望, 文中假定

t时刻的财富 0x  . 定义 
, ,

( , )
( , , ) sup [ ( ( )) | ( )

t t

a a

a
V t x i E U X T X t 

 
 

M

 

      , ]t ix e  , (8) 

由经典动态规划原理可得 HJB方程如下:  

( , )
sup { [ ( ) (t t t t

a
V rx x b r a


    


  

M

 

2 2 2 2 2)] 0.5( )x i t t xxV x a V         

[1,2, , ]

[ ( , , ) ( , , )]} 0,ij
j N

q V t x j V t x i


 


 (9) 

其边界条件: ( , , ) ( )V T x i U x , 其中 tV , xV 和 xxV

分别是 ( , , )V t x i 关于变量 t和 x的一阶导数和二阶

导数. 为表述方便, 令 
, ( , , ) [ ( )a

t t ih t x i V rx x b r       

2 2 2 2 2( )] 1/2( )t x i t t xxa V x a V          

        

[1,2 , ]

( ( , , ) ( , , ))ij
j N

q V t x j V t x i





. (10) 

下面的验证定理与文献[12]中的定理 1有少许

不同, 因为我们不仅考虑了投资问题, 还考虑了再

保险问题, 但基本结果是相同的. 我们采取与文献

[12]中定理 1 类似的证明, 得到在考虑再保险的情

况下, 结果一样成立, 故这里不再给出证明过程.  

定理 1  对所有 [1,2, , ]i N  , 假定 ( , , )G i   
1,2C 是HJB方程(9)的解, 且存在 0K  及 l , 和

对任意的 0 t T≤ ≤ 有 | ( , , ) | (1 | | )lG t x i K x≤ , 则下

面结果成立. 

(1) 对所有的 [1,2, , ]i N  , 0 t T≤ ≤ 和 x R , 

( , , ) ( , , )G t x i V t x i≥ . 

(2) 对所有的 [1,2, , ]i N  , 0 t T≤ ≤ 和 x R , 

如果 * *( , )a 使 , ( , , )ah t x i 达到最大, 则 

( , , )G t x i 
* *,( , , ) ( , , )aV t x i V t x i ,  

这里 
* *, ( , , )aV t x i   

* * * *, ,[ ( ( )) | ( ) , ]a a
t iE U X T X t x e    . 

此外, * *( , )a 分别是最优投资策略和最优再

保险策略.  

假设 HJB 方程(9)的解 ( , , )G t x i 存在, 且满足

0,xG  0.xxG   令(10)式右边关于 ,a 的一阶导数

为 0, 可得: 

2

( )
( , , ) ,i x

i xx

b r G
t x i

xG



 

   

2
( , , ) x

xx

G
a t x i

G




   , 

将 ( , , )t x i  和 ( , , )a t x i 代入 HJB方程有: 
2 22 2 2

2 2

( )
(

2 2
i x

t x
i xx

b r G
G rxG

G

    
 

 
     

 
 

[1,2, , ]

) ( ( , , ) ( , , )) 0x ij
j N

G q G t x j G t x i


  


, 

其边界条件为 ( , , ) ( )G T x i U x .  

综上所述, 我们有如下定理.  

定理 2  假设 HJB 方程的解 ( , , )G t x i 存在, 且

存在 0K  以及 l , 则对任意的 0 t T≤ ≤ 有

| ( , , ) | (1 | | )lG t x i K x≤ , 此外还满足 0,xG   xxG   

0, 则由(8)式定义的值函数 ( , , ) ( , , )V t x i G t x i , 以

及最优投资策略满足下式: 

2

( )
( , , ) ,i x

i xx

b r V
t x i

xV



 

   (11) 

另外, 
2

1x

xx

V

V




 ≤ 时, 最优再保险策略为: 

2
( , , ) ,x

xx

V
a t x i

V




    (12) 

且值函数满足方程: 
2 22 2 2

2 2

( )

2 2
i x

t x
i xx

b r V
V rxV

V

  
 

 
    

 
 

(   )Vx   

[1,2, , ]

( ( , , ) ( , , )) 0.ij
j N

q V t x j V t x i


 


 (13) 

定理 2 的证明直接来自于验证定理 1, 条件

2
1x

xx

V

V




 ≤ 是为了保证 0 ( , , ) 1a t x i≤ ≤ .  

3 指数效用函数 

考虑特定的效用函数, 即指数效用函数下保

险公司的最优投资和再保险策略问题. 设指数效

用函数满足下式: 

( ) xk
U x c e 


  , 

其中: 0  , 0k  . 这类效用函数具有常值绝对风

险厌恶参数 , 且 
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( )

( )

''

'

U x

U x
  .  

为求 HJB 方程的解, 受文献[2]启发, 我们猜

测其解满足如下形式: 
( )

( , , ) ( / ) ( , )
r T txeG t x i c k e g t i

  , (14) 

因为边界条件 ( , , ) ( ),G T x i U x 有 ( , ) 1.g T i  另外 , 

我们先假定存在 0K  及 l , 对任意的 0 t≤ ≤ 

,T 有 | ( , , ) | (1 | | )lG t x i K x≤ 和 0,xG   xxG  0. 等求

出 ( , , )G t x i 的具体表达式后, 将在定理 3 的证明中

验证 ( , , )G t x i 满足这些假设. 对 ( , , )G t x i 关于变量 t

求一阶导数, 对变量 x分别求一阶导数和二阶导数

可得: 
( )

( / ) ( , )
r T txe

t tG k e g t i
    
( )( ) ( , )

r T tr T t xekxre e g t i   , (15) 
( )( ) ( , )

r T tr T t xe
xG ke e g t i   , (16) 

( )2 ( )( ) ( , )
r T tr T t xe

xxG k e e g t i
   , (17) 

将 tG , xG , xxG 代入(13)式, 可得: 
2 2 2 2

2 2

( )
( , ) ( , )

2 2
i

t
i

b r
g t i g t i

  
 

 
   
 

 

( )( ) ( , )r T te g t i      

[1,2, ,N]

[ ( , ) ( , )] 0ij
j

q g t j g t i


 


, (18) 

令 
2 2 2 2

2 2

( )

2 2
t

t

t

b r
m 




  
 


  , (19) 

则 ( , )g t i 满足如下方程: 
( )( , ) ( , ) ( ) ( , )r T t

t ig t i m g t i e g t i        

[1,2, , ]

[ ( , ) ( , )] 0ij
j N

q g t j g t i


 


. (20) 

下面的引理给出了满足上述方程 ( , )g t i 的表

达式. 我们采用文献[12]中的方法来证明下面引 

理. 由于我们的模型与文献[12]有所区别, 因此不

考虑省略该引理的证明过程.  

引理 1  函数 ( , )g t i 满足: 
( )( )( 1)

( , ) exp
r T te

g t i
r

     
 


 

2

2

( )
2 2 2

2

( )

2

T
u

t
u

b r
du

t i

T t
E e e



   


         

. (21) 

证明  利用 Ito's公式可得: 

( , ) ( , ) ( , )d
T

T t st
g T g t i g s s     

[ ( , ) ( , )]s s
t s T

g s g s 



≤≤

,  (22) 

由(20)式可知: 
( , ) ( , )

st s sg s m g s    

( )( ) ( , )r T s
se g s      

[1,2, , ]

[ ( , ) ( , )] 0
s j s

j N

q g s j g s 


 


, (23) 

注意 ( , ) 1Tg T   和等式 

[ ( , ) ( , )]s t is
t s T

E g s g s e  

     

≤≤

 

[1,2, , ]

[ ( , ) ( , )]d ,
s

T

j s t it
j N

E q g s j g s s e  


 
  

 



再将(23)式代入方程(22), 两边同时关于 t ie  求

条件期望可得: 

1 ( , ) [ ( , ) | ]d
s

T

s t it
g t i E m g s e s       

( )[ ( ) ( , ) | ]d ,
T
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E e g s e s       

则 

( , )g t i   

( )[exp{ ( ( ) )d } |
s

T
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E m e s         
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e
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  
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2

2

( )
2 2 2

2

( )
|

2

T
u

t
u

b r
du

t i

T t
E e e



   



       

.  

在(21)式中 ( , )g t i 含有条件期望, 下面我们讨

论这个条件期望的计算. 令 

{ }ds i

T

i et
J I s   , 

表示马尔可夫链  在时间 [ , ]t T 内的累积逗留时间, 

这里 { }I  为示性函数, 则 
2

2

( )

|

T
u

t
u

b r
du

t iE e e


 
    

 
 

2

2
1

( )

|

N
i i

it

b r J

t iE e e 

  
 
 
 

, 

 (24) 

由(24)式可以知道, 如果在给定条件 t ie  下, J   

1 2( , , , )NJ J J 的条件概率密度函数即可计算出(24)

式. 由文献[17]可知, J 的条件特征函数, 再由富

里埃反变换即可得到 J 的条件概率密度函数. 特
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别的, 当马尔可夫链的状态空间只有 2个状态时, 
2

2

( )

|

T
u

t
u

b r
du

t iE e e



 
    

 
  

 

2 2
1 11 2

2 2
1 2

( ) ( ) ( )

|

b r J b r T t J

t iE e e
  

    
 

 
 
  

. 

在给定条件 t ie  下, 1J 的条件概率密度函数

有显示解, 具体可参考文献[18]. 

定理 3  在指数效用函数下, 保险公司的最优

投资策略为: 
( )

2

( )
( , , )

r T t
i

i

b r e
t x i

x




 
 

 ,  

当 2 ( )r T te  ≤ 时, 最优再保险策略为: 
( )

2
( , , )

r T te
a t x i




 
  , 

且值函数为: 

( )

( , , ) ( , )
r T txek

V t x i c e g t i


  ,  

其中: ( , )g t i 满足方程(21).  

证明  当 ( , )g t i 满足方程(21)时, 由引理 1 的

证明可知(14)式所决定的 ( , , )G t x i 满足 HJB方程的

解 . 因为 ( , ) 0g t i  , 再由 (16)和 (17)式可以知道

0xG  和 0xxG  . 由于 
( )

| ( , , ) | max{ , ( , )}
r T txek

G t x i c e g t i


≤ ≤ 

( )max{ , (1 ) ( , )}r T tk
c e x g t i


 , 

且 ( , )g t i 是有界的, 0x  , 则肯定存在一个正常数 

0K  , 使得 ( , , ) (1 | |).G t x i K x≤  于是由定理 2 

知, ( , , ) ( , , )V t x i G t x i , 并将(16)和(17)式代入(11)

和(12)式, 即可获得定理 3的证明.  

4 数值结果 

我们利用 Matlab 软件得到一些数值结果, 并

分析市场利率 r和绝对风险厌恶参数  对最优投
资策略和最优再保险策略的影响. 下面图形所采

用的参数假定如下: 当市场处于状态 1e 时, 风险资

产的平均回报率和波动率分别是 1 0.1b  , 1 0.2 ; 

当市场处于状态 2e 时, 风险资产的平均回报率和

波动率分别是 2 0.08,b  2 0.1  ; 保险公司的相对

安全负荷为 0.2  , 再保险公司的相对安全负荷

0.25  , 索赔额 iY 的均值 0.1  , 泊松过程的强

度 2  , 也就是年平均发生索赔的次数为 2, 二阶

矩 2 0.5  , 则 2 1   , 5T t  年, t时刻保

险公司的财富 10x  .  

在图 1 中我们考虑了市场利率和绝对风险厌

恶系数对最优投资策略 ( , ,1)t x  的影响 , 这里

( , ,1)t x  表示当市场经济状态处于状态 1e 时, 保

险公司所采取的最优投资策略. 
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图 1  市场利率和绝对风险厌恶系数对最优投资策略

( , ,1)t x  的影响 

从图 1 可看出, 市场利率越大, 保险公司投资

于风险资产的比例越小, 这是因为当市场利率大

时, 保险公司购买无风险资产获得的收益是增大

的, 随着市场利率越接近风险资产的回报率, 公司

更加没有兴趣购买风险资产, 因为购买风险资产

没有带来比购买无风险资产更多超额的回报, 但

是却要承担风险资产贬值的危险. 从图 1还可以看

出, 随着绝对风险厌恶系数  的增大, 保险公司购

买风险资产的比例也在减小. 这是因为风险厌恶

系数  越大, 保险公司更加厌恶风险, 因此购买风

险资产的比例自然会减小.  

在图 2 中我们考虑了市场利率和绝对风险厌

恶系数对最优投资策略 ( , ,2)t x  的影响 , 这里

( , ,2)t x  表示当市场经济状态处于状态 2e 时, 保

险公司所采取的最优投资策略. 

与图 1类似, 市场利率和风险厌恶系数对最优

投资策略 ( , ,2)t x  有着负面影响 , 即其值越大 , 

( , ,2)t x  越小. 从图 2 可以发现 ( , ,2)t x  并不是

都小于 1 的, 当 ( , ,2) 1t x   时, 保险公司其实是

从银行借钱来投资于风险资产的, 因为文中并没

有假定保险公司是不能借贷的.  
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图 2  市场利率和绝对风险厌恶系数对最优投资策略

( , ,2)t x  的影响 

另外, 比较图 1和图 2数值可发现 ( , ,2)t x    

( , ,1)t x  , 这表明当市场经济状态处于状态 2e 时, 

保险公司更愿意购买风险资产. 但是, 在状态 2e 时

风险资产的平均回报率 2 0.08b  , 小于状态 1e 时风

险资产的平均回报率 1 0.1b  , 按道理说当经济状

态在状态 1e 时保险公司应该比在状态 2e 时更愿意

够买风险资产. 而我们的结果却相反, 这主要是因

为在状态 2e 时假定风险资产的波动率为 2 0.1  , 

在状态 1e 时波动率为 1 0.2  , 波动率越大, 风险

也越大, 所以尽管经济状态在状态 1e 时风险资产

的回报率超过状态 2e , 但保险公司更愿意在状态

2e 时多购买风险资产.  

市场利率和绝对风险厌恶系数对最优投资策

略 ( , , )a t x i 的影响如图 3 所示. 在图 3 中 ( , , )a t x i

表示当市场经济状态处于状态 ie 时, 保险公司所

采取的最优再保险策略, 注意我们假定 ( , , )a t x i 为

自留额, 即当将来面临索赔时保险公司支付的比

例为 ( , , )a t x i , 再保险公司支付1 ( , , )a t x i .  
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图 3  市场利率和绝对风险厌恶系数对最优再保险策略

( , , )a t x i 的影响 

从定理 3 可以发现最优再保险策略不受经济

状态的影响, 所以我们没有再分别求 ( , ,1)a t x 和

( , ,2)a t x . 市场利率越大, 保险公司投资于无风险

资产获益越多, 因而会减少购买更高收益但风险

较大的风险资产. 但对保险公司来说, 如果把更多

的钱放到银行而不去追求更高回报的投资, 可能

将来面临索赔时风险很大, 所以为了转移风险, 保

险公司购买更多的再保险, 这样就造成 ( , , )a t x i 减

小. 风险厌恶系数 越大, 保险公司更加厌恶风险, 

因此保险公司希望转移更多的风险给再保险公司, 

使得 ( , , )a t x i 减小.  

5 结语 

本文假设风险资产的价格满足马尔可夫调制

的几何布朗运动模型, 即风险资产的平均回报率、

波动率都随着市场经济状态的不同而取不同的值, 

使得模型更加贴合实际. 此外, 文中还假定保险公

司为了安全起见, 通过购买再保险来转移风险, 得

到了最优投资策略及最优再保险策略. 从文中的

结果可以看出最优投资策略与保险公司在 t时刻的

财富和经济状态有关, 而最优再保险策略与经济

状态和 t时刻的财富无关. 最后我们利用数值计算

分析了模型中的参数对最优投资策略和最优再保

险策略的影响.  
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Optimal Policies on Investment and Reinsurance Based on  
a Markov Regime Switching Model 

WANG Wei, GAN Shao-bo 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The problem of optimal investment and reinsurance policies based on a Markov regime switching 
model is studied. The dynamics of a risky asset is assumed to follow a Markov-modulated geometry Brownian 
motion, and an optimal investment and reinsurance policy by maximizes the expected exponential utility of 
terminal wealth is obtained. The results indicate that regime switching has a significant effect on the optimal 
investment strategies. In the end, the numerical analysis is provided which presents the effect of the market 
interest rate and absolute risk aversion parameter on the optimal investment and reinsurance policies.  
Key words: regime switching; reinsurance; exponential utility 
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