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摘要: 基于 Novikov 反演公式针对扇形束投影得到了一种过滤背投影(FBP)算法, 利用欧拉公式
预先完成了取实步骤, 使结果中不再需要取实, 大大简化了后期的数据处理计算. 同时采用坐标
变换, 使该算法能分别从平行束和扇形束几何特征下获取投影数据中重建图像.  
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Radon 变换及其反演公式在图像重建中有着
重要的作用, 对重建算法的讨论, 主要分为 2大类: 
迭代法和解析法. 迭代法由于运算量大, 处理时间
过长, 未能在临床中广泛应用; 而解析算法由于能
够快速得到重建图像而被普遍接受. 目前, 至少在
医学图像领域中, FBP 重建算法是最重要的算法, 
已被广泛应用于临床医学. 在平行几何扫描下, 人
们已经对以 FBP 算法为基础的 Radon 变换的反演
公式做了大量的研究[1-3], 在此研究基础上, 2002
年Novikov得到了一种FBP型的明确的反演公式[1]. 
随后, 人们逐渐将 FBP 算法拓展到研究扇形束几
何扫描投影数据下的重建问题 [4-5]. 尤江生等在
2005 年得到衰减扇形投影下的 FBP 算法[6], 但是
他们推导出的公式最终结果需要取实.  
笔者在 Novikov 反演公式的基础上得到了一

种新的 FBP算法. 不同于尤江生的结果. 我们在运
算过程之前已经完成了取实步骤, 在最终结果中
不再需要取实, 这样就会使后期的计算处理变得
简单.  

1 相关定义及记号 

在单光子发射断层成像(SPECT)中, ( , )f x y 表
示人体内放射性示踪剂的浓度分布. 从位置 ( , )x y
发射出的 γ 射线光子, 在它们到达探测器之前在

人体内以 ( , )x yμ 为衰减系数进行衰减. 我们记单
位向量 (cos ,sin )=θ θ θ , ( sin ,cos )⊥ = −θ θ θ . 假设

( , )f x y 是 2R 上的一个二元函数, 为下面讨论方便, 
我们记: 

( , ) ( cos sin , sin cos )f s t f s t s tθ θ θ θ θ= − + =  

( )f s tθ θ ⊥+ , 
自变量在直角坐标系 ( , )x y 与 ( , )s t 下的关系是通过
沿逆时针方向旋转一个角度和平移后得到的. 在
平行束扫描几何意义下, 我们用 ( , )p s θ 表示沿探
测器沿角度θ , 位置 s处收集的 γ 光子总数, 从而
有下面表达式: 

( , )( , ) ( )d ,D s tp s e f s t tμθθ θ θ
∞ − ⊥

−∞
= +∫  (1) 

其中: ( , ) ( , )d
t

D s t s
∞

= ∫θμ θμ τ τ .  

函数 ( , )p s θ 也叫 ( , )f x y 的衰减 Radon 变换数
据, 用 R fμ 表示. 在给出 Novikov 的反演公式前, 
我们先给出几个数学变换的记号和定义.  

R表示 Radon变换: 

[ ]( , ) ( )dRf s f s t tθ θ θ
∞ ⊥

−∞
= +∫ , 

H表示Hilbert变换: 
1 ( )[ ]( ) d
π

g lHg s pv l
s l

∞

−∞
=

−∫ , 

T表示导数 Hilbert变换: 
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1 ( )[ ]( ) d
π

g lTg s pv l
s l

∞

−∞

′
=

−∫ . 

显然在平行束扫描几何意义下, 利用 Novikov
的反演公式, 我们可以由 ( , )p s θ 重建 ( , )f x y [6-7], 
其反演公式为: 

( , )f x y =  
2 ( , )

0

1 Rediv [ ]( , )
4π

D s t h he e He p sμθθ θ θ− =∫
π

d  

2 (s,t)

0

1 Re ( [ ]( , )) ,
4π

D h he e He p s
s

μθ θ θ−∂
∂∫

π
d  (2) 

这里 div表示散度算子, 
1( , ) ( i ) ( , )
2

h s I H R sθ μ θ= + , 

其中: i是复数符号 i 1= − , I是恒等算子. 

2 主要结果 

引理 1  假设 

1 2
1( , ) ( , ), ( , )
2

h s R s h sθ μ θ θ= =  

-1 ( , ), ( , ) Re[ ]( , )
2

h h
aHR s p s e He p sμ θ θ θ= , 

则有: 
1 1

2 2( , ) [cos [ cos ]h h
ap s e h H e h pθ −= +  

1
2 2sin [ sin ]]( , )hh H e h p s θ . (3) 

证明  我们有:  
1 1 1( i ) i
2 2 2

h I H R R HRμ μ μ= + = + , 

所以 

1 2ih h h= + ,  
则有: 

( , ) Re[ ]( , )h h
ap s e He p sθ θ−= =  

1 2 1 2- -i iRe[ ]( , )h h h he He p s θ+ =  
1 1-

2 2 2Re [(cos - isin ) (cosh he h h He h +  
1 1-

2 2 2isin ) ]( , ) [cos [ cos ]h hh p s e h H e h pθ = +  
1

2 2sin [ sin ]]( , )hh H e h p s θ , 

证毕.  
定理 1  设 2

0 ( )f C∞∈ R , 为使下面公式能够简
洁表达, 我们记 cos sinx y s+ =θ θ , 则有如下反演
公式: 

2π ( , )

0

1( , )
4π

D s tf x y e
s

μθ
∂

= ⋅
∂∫  

1
1

2 2[cos ( cos )( , )
π( )

h
he h e h p s

s l
θ

−∞

−∞
+

−∫  

1
2 2sin ( sin )( , )]d dhh e h p s lθ θ +  

1
2π ( , )

20

1 ( cos )
4π

D s t he e h
s

μθ −∂
⋅

∂∫  

1 2π ( , )2
0

cos ( , ) 1
π( ) 4π

h
D s te h p s l e

s l
μθ

θ θ
∞

−∞
+ ⋅

−∫ ∫d d  

1
12

2
cos ( cos )( , )

π( )

h
he h e h p l l

s l l
θ θ

−∞

−∞

∂
+

− ∂∫ d d  

1
2π ( , )

20

1 ( sin )
4π

D s t he e h
s

μθ −∂
⋅

∂∫  

1 2π ( , )2
0

sin ( , ) 1
π( ) 4π

h
D s te h p s l e

s l
μθ

θ θ
∞

−∞
+ ⋅

−∫ ∫d d  

1
12

2
sin ( sin )( , ) .

π( )

h
he h e h p l l

s l l
θ θ

−∞

−∞

∂
− ∂∫ d d  (4) 

证明  从Novikov的反演公式出发, 由于只有
h中包含有虚部, 利用引理 1可得: 

2π ( , )

0

1( , ) ( ( , )
4π

D s t
af x y p s e

s
μθθ ∂

= +
∂∫  

( , ) ( , ))D s t
ae p s

s
μθ θ θ∂

∂
d , (5) 

计算 ( , )ap s θ 和 ( , )ap s
s
∂
∂

θ , 得到: 

1
1 2

2
( cos )( , )( , ) [cos

π( )

h
h

a
e h p sp s e h l

s l
θθ

∞ −

−∞
= +

−∫ d  

1
2

2
( sin )( , )sin ]

π( )

he h p sh l
s l

θ
=

−
d  

1
1

2 2[cos ( cos )( , )
π( )

h
he h e h p s

s l
θ

−∞

−∞
+

−∫  

1
2 2sin ( sin )( , )]hh e h p s lθ d , (6) 

1
2( , ) ( cos )h

ap s e h
s s

θ −∂ ∂
= ⋅

∂ ∂
 

1
2cos ( , )

π( )

he h p s l
s l

θ∞

−∞
+

−∫ d  

1 1
2 2cos [ cos ]( , )h he h Te h p s θ− +  

1
1 2

2
sin ( , )( sin )
π( )

h
h e h p se h l

s s l
θ∞−

−∞

∂
+

∂ −∫ d  

1 1
2 2sin [ sin ]( , )h he h Te h p s θ− =  

1
1 2

2
cos ( , )( cos )
π( )

h
h e h p se h l

s s l
θ∞−

−∞

∂
+

∂ −∫ d  

1
12

2
cos ( cos )( , )

π( )

h
he h e h p l l

s l l
θ

−∞

−∞

∂
+

− ∂∫ d  
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1
1 2

2
sin ( , )( sin )
π( )

h
h e h p se h l

s s l
θ∞−

−∞

∂
+

∂ −∫ d  

1
12

2
sin ( sin )( , ) ,

π( )

h
he h e h p l l

s l l
θ

−∞

−∞

∂
− ∂∫ d  (7) 

把(6)和(7)式代入(5)式, 即可得证. 
在文中衰减函数 ( , )x yμ 被认为是已知的, 因

此 ( , )D s t
θμ

以及 1( , )h s θ , 2 ( , )h s θ 均可以进行预先
计算, 从而它们在任何坐标系中都是存在的.  
一种典型的以圆为发射源(焦)点轨迹的扇形

束数据采集几何结构如图 1所示. 

 
图 1  典型的扇形束几何采集  

每一条投影射线由 ( , )σ β 唯一确定. 点O和点
S 分别表示坐标原点和焦点. P 是任意需要重建的
点, σ 表示OS和投影射线之间的夹角, ′σ 表示OS
与PS之间的夹角, β 表示OS与 y轴的夹角, 1R 是
原点和焦点之间的距离.  
我们引入 2个记号, ( , )σ β 表示扇形投影坐标, 

( , )βρ σ 表示以S为原点的极坐标. 显然我们可以得
到在平行几何与扇形几何坐标下的转化关系[8]:  

1 sinl R= σ , = +θ σ β , (8) 

( , )σ β 转化为 ( , )l θ 的雅克比行列式值为 1 cosR σ ,
且在 π / 2 π / 2− < <σ 时始终为正.  
引理 2  令 | |r r= , ( , ) (cos ,sin )r x y r= = ϕ ϕ , 

K表示 SP的长度, 则可以得到如下几何关系: 
2 2

1 12 sin( )K r R rR= + + −β ϕ , (9) 

cos( ) sin( )r l K ′− − = −θ ϕ σ σ , (10) 
sin cos( )K r′ = −σ β ϕ . (11) 

证明  由余弦定理得: 
2 2 2

1 12 cos( )K R r R r SOP= + − ∠ =  

2 2
1 1

π2 sin( )
2

R r R r SOP+ − −∠ =  

2 2
1 1

π2 sin( )
2

R r R r SOP+ + ∠ − =  

2 2
1 12 sin( )R r R r β ϕ+ + − , 

则(9)式成立. (10)式可以由直角三角形的关系得到. 
过 P点做 SO的垂线交 SO的延长线于 M, 由于 

π π( )
2 2

OPM∠ + + − =ϕ β , 

所以 

OPM− = ∠β ϕ ,  
cos( ) cos( ) sinr r OPM PM K ′− = ∠ = =β ϕ σ , 

证毕.  
引理 3  在扇形几何下定义加权的扇形投影 

1 2( , ), ( , )g gσ β σ β 为: 
1

1 2 1( , ) ( cos )( sin , ),hg e h p Rσ β σ σ β= +   
1

2 2 1( , ) ( sin )( sin , ),hg e h p Rσ β σ σ β= +  

假设 ( , )f x y 与 ( , )x yμ 均为光滑函数, 则有: 

1

12 sin ,( cos )( , )h
l Re h p l

l σ θ σ βθ = = +

∂
=

∂
 

1
1

1 ( ) ( , )
cos

g
R

σ β
σ σ β

∂ ∂
−

∂ ∂
,  (12) 

1

12 sin ,( sin )( , )h
l Re h p l

l σ θ σ βθ = = +

∂
=

∂
 

2
1

1 ( ) ( , )
cos

g
R

σ β
σ σ β

∂ ∂
−

∂ ∂
. (13) 

证明  由链式法则得到:  

11
2

( , ) ( cos )( , )hg le h p l
l

σ β θ
σ σ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 

1
2( cos )( , )he h p l θθ

θ σ
∂ ∂

=
∂ ∂

 

1
2 1( cos )( , ) coshe h p l R

l
θ σ∂

+
∂

 

1
2( cos )( , )he h p l θ

θ
∂
∂

, 

11
2

( , ) ( cos )( , )hg le h p l
l

σ β θ
β β

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
 

1
2( cos )( , )he h p l θθ

θ β
∂ ∂

=
∂ ∂

 

1
2( cos )( , )he h p l θ

θ
∂
∂

, 

所以 
1

2 1
1

1( cos )( , ) ( ) ( , ),
cos

he h p l g
l R

θ σ β
σ β

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂∂ ∂
同理可得另一个等式, 证毕.  
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对每个焦点位置 β 和一个固定点 ( , )x y , 加权
因子

( , )D s te μθ , 1( , )
2cos ( , )h se h sθ θ− , 1( , )

2sin ( , )h se h sθ θ−

均为线 PS 上的函数. 从图 1 可知, 在坐标 ( , )l θ 下
PS的坐标表示为 ( cos( ), )r ′− +β ϕ σ β . 因此在扇形
坐标系 ( , )σ β 下, (4)式中的加权因子可以表示为: 

( , )
, cos( ), sin( )( , , ) ,D s t
s r t rW r e μθ

θ σ β θ ϕ θ ϕϕ σ ′= + = − = −′ =  

( , )
1

, cos( ), sin( )( , , ) ,
D s t

s r t r
eW r

s

μθ

θ σ β θ ϕ θ ϕϕ σ ′= + = − = −

∂′ =
∂

 

1( , )
2 , cos( )( , , ) cos ( , ) ,h s

s rM r e h sθ
θ σ β θ ϕϕ σ θ−

′= + = −′ =  

1( , )
1 2

, cos( )
cos ( , )( , , ) ,

h s

s r
e h sM r

s

θ

θ σ β θ ϕ
θϕ σ

−

′= + = −

∂′ =
∂

 1( , )
2 , cos( )( , , ) sin ( , ) ,h s

s rN r e h sθ
θ σ β θ ϕϕ σ θ−

′= + = −′ =  

1( , )
1 2

, cos( )
sin ( , )( , , ) .

h s

s r
e h sN r

s

θ

θ σ β θ ϕ
θϕ σ

−

′= + = −
∂′ =

∂
 

定理 2  令 2
0 ( )f C∞∈ R , 则可以得到扇形投影

下的反演公式: 
12π

0

1 ( , , )( , )
4π π

W rf r
K
ϕ σϕ β

′
= ⋅∫ d  

π
12

π
2

[ ( , , ) ( , )[
sin( )

M r gϕ σ σ β
σ σ−

′
+

′ −∫  

2 1( , , ) ( , )] cos ]
sin( )

N r g Rϕ σ σ β σ σ
σ σ

′
+

′−
d  

12π

0

1 ( , , ) ( , , )
4π π

W r M r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π
1 12

π
2

( , ) cos
sin( )

g Rσ β σ σ
σ σ−

+
′−∫ d  

2π

0

1 ( , , ) ( , , )
4π π

W r M r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π 1
2
π
2

( ) ( , )

sin( )

g σ β
σ β σ

σ σ−

∂ ∂−
∂ ∂ +

′−∫ d  

12π

0

1 ( , , ) ( , , )
4π π

W r N r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π
2 12

π
2

( , ) cos
sin( )

g Rσ β σ σ
σ σ−

+
′ −∫ d  

2π

0

1 ( , , ) ( , , )
4π π

W r N r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π 2
2
π
2

( ) ( , )

sin( )

g σ β
σ β σ

σ σ−

∂ ∂−
∂ ∂

′−∫ d . (14) 

其中: cos( )arcsin( )r
K
−′ =

β ϕσ . 

证明  重新改写(5)式中的两部分为:  
2π ( , )

0
( , ) D s t

ap s e
s

μθθ θ∂
=

∂∫ d  

1
1

2π

2 20
[cos ( cos )( , )

π( )

h
he h e h p s

s l
θ

−∞

−∞
+

−∫ ∫  

1 ( , )
2 2sin ( sin )( , )] D s thh e h p s e l

s
μθθ θ∂

=
∂

d d  

π2π
12

π0
2

( , , ) ( , )[
π sin( )

M r g
K
ϕ σ σ β

σ σ−

′
+

′ −∫ ∫  

2( , , ) ( , )]
π sin( )

N r g
K
ϕ σ σ β

σ σ
′

⋅
′ −

 1
1( , , ) cosW r Rϕ σ σ σ β′ =d d  

π12π 12
π0
2

cos( , , )
π sin( )

RW r
K

σϕ σ β
σ σ−

′
⋅

′ −∫ ∫d  

1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) .M r g N r gϕ σ σ β ϕ σ σ β σ′ ′+[ ]d
2π ( , )

0
( , )D s t

ae p s
s

μθ θ θ∂
=

∂∫ d  

π 12π
2
π0
2

( , , ) ( , , )[
π sin( )

W r M r
K
ϕ σ ϕ σ

σ σ−

′ ′
⋅

′ −∫ ∫  

1 1( , ) cos ]g Rσ β σ σ β +d d  
π2π
2
π0
2

( , , ) ( , , )[
π sin( )

W r M r
K
ϕ σ ϕ σ

σ σ−

′ ′
⋅

′ −∫ ∫  

1( ) ( , )]g σ β σ β
σ β
∂ ∂

− +
∂ ∂

d d  

π 12π
2
π0
2

( , , ) ( , , )[
π sin( )

W r N r
K
ϕ σ ϕ σ

σ σ−

′ ′
⋅

′ −∫ ∫  

2 1( , ) cos ]g Rσ β σ σ β +d d  
π2π
2
π0
2

( , , ) ( , , )[
π sin( )

W r N r
K
ϕ σ ϕ σ

σ σ−

′ ′
⋅

′ −∫ ∫  

2( ) ( , )]g σ β σ β
σ β
∂ ∂

− =
∂ ∂

d d  

12π

0

( , , ) ( , , )
π

W r M r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π
1 12

π
2

( , ) cos
sin( )

g Rσ β σ σ
σ σ−

+
′ −∫ d  

2π

0

( , , ) ( , , )
π

W r M r
K

ϕ σ ϕ σ′ ′
⋅∫  

π 1
2
π
2

( ) ( , )

sin( )

g σ β
σ β β σ

σ σ−

∂ ∂−
∂ ∂ +

′−∫ d d  
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12π

0

( , , ) ( , , )
π

W r N r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π
2 12

π
2

( , ) cos
sin( )

g Rσ β σ σ
σ σ−

+
′ −∫ d  

2π

0

( , , ) ( , , )
π

W r N r
K

ϕ σ ϕ σ β
′ ′

⋅∫ d  

π 2
2
π
2

( ) ( , )
,

sin( )

g σ β
σ β σ

σ σ−

∂ ∂−
∂ ∂

′−∫ d  

公式即可得证. 由引理 2的(11)式可得: 
cos( )sin r

K
−′ =

β ϕσ , 

所以有:  
cos( )arcsin( )r

K
−′ =

β ϕσ ,  

证毕. 

3 总结 

得到了一种不同于文献[6]中公式的扇形束投
影的 FBP 算法, 本文的结果在最终公式中不再需
要取实. FBP算法使后期数据处理计算变得更为简
单, 我们将在以后的工作中尝试计算机模拟.  
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Abstract: In this paper, we present a kind of filtered backprojection (FBP) algorithm for the attenuated fan-beam 
projection based on the Novikov’s inversion formula. Our result does not need to take real part in the final 
formula as it did without using Euler’s formula as found in our previous study, which may greatly simplify the 
data processing and calculating in the further work. Using coordinate transformation, the algorithm is able to 
reconstruct image from data for parallel-beam and fan-beam geometry, respectively. 
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