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一类带跳的随机微分方程解的 Harnack不等式 

王彦涛, 朱全新* 
（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 针对一类带泊松跳的随机微分方程, 在一些合理的条件假设下研究了该类方程解的半群

1

1 ( ) : [ ( ) ]x
t t tP f x E f X I ≤ 的Harnack不等式和 Log-Harnack不等式问题. 首先建立了两类半群之间

的关系, 同时使用耦合方法, 结合 Girsanov定理、Hὅlder不等式、Young不等式以及 Ito公式, 先

后获得了 Harnack和 Log-Harnack的 2种不等式. 
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Wang 首次建立了关于有下界曲率的扩散半群

的有限维数的 Harnack 不等式[1]. 随后, 此不等式

在扩散半群中被广泛应用, 最终变成一种有用的

工具. 在耦合方法出现后, Arnaudom等[2]考虑了无

界曲率下的 Harnack不等式. Wang等[3]利用耦合方

法和 Girsanov 定理建立了泊松过程驱动的随机微

分方程解的 Harnack不等式. Wang等[4]克服了延迟

和可乘噪音的困难, 改进原有耦合方法, 构造成功

的耦合, 建立随机泛函微分方程解的 Log-Harnack

不等式. Wang 建立了带有可乘噪音的随机微分方

程解的 Harnack不等式[5]; 此外, Wang在文献[6]中

使用修正的次马氏算子
1

1 ( ) : [ ( ) ]x
t t tP f x E f X I ≤ 建

立了Harnack不等式, 其中 1 是
0
tL 复合泊松过程的

首次跳; Wang 等还在文献[7]中给出了成功耦合的

判定准则.  

最近, Wang研究了如下方程: 

d d dt t tX AX t B L  , 

其中, tL 是
dR 上的 Levy过程, 最初也是在耦合时

刻 前, 发生多次跳时使用条件 Girsanov 定理, 即

文献[6]中建立的 Harnack 不等式. 受此启发, 笔者

研究如下带泊松跳形式的随机微分方程: 

d ( , )d ( , )dt t t tX b t X t t X     

( , , ) (d ,d ), [0, ]t kZ
c t X z N t z t T


  . (1) 

在没有跳部分时, Wang 在文献[5]中利用半群

( ) : ( )xt tp f x E f X  建立了 2种Harnack不等式; 但

添加小跳后, 笔者用半群
1

1 ( ) : [ ( ) ]x
t t tP f x E f X I ≤

建立了 2种 Harnack不等式, 其中 1 是 0{ }t tX ≥ 的首

次跳, 并建立了 2种半群之间的关系. 

1 预备知识和主要结论 

假设给定带有 代数滤流 0{ }t tF ≥ 的概率空间

( , , )F P , 笔者在 dR 之中考虑(1)式方程, 其中 :  

[0, ) , :[0, )d d d d dR R R b R R       是联合可

测的, ,k
tF
 为适应, 且关于第二变量连续; 进一步, 

:[0, ) d dc R Z R    是可料的, 且关于第二变量

可测. 其中 ,k
tF
 是由{ , }s s s tk ≤ 生成的完备 代数, 

1 2( , , , )dt t t t       是 d维 tF 适应的标准实值布朗

运动, 1 2( , , , )nk k k k    是带有独立补偿子的 n维

tF 适应稳定的泊松点过程, 且具有拟左连续轨道, 

其特征测度为 n . (d ,d )
ik

N t z 满足 (d ,d )
ik

N t z   

(d ,d ) (d ,d ), 1,2, ,
ik

N t z z t i n     的 ik 生成的泊松

鞅测度 , 其中 , ( )  是  有限的泊松补偿测度 , 

(d ,d )
iK

N t z 是由 ik 生成的泊松计数测度.  

在本文中, 假设对 0T  , 用 x
tX 标记初值为

0X x 的方程(1)式 . 存在唯一的强解 [0, ]{ }t t TX  , 

它是 dR 上的适应过程, 且 
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0 0
( , )d ( , )d

t t

t s s sX x b s X s s X       

0
( , , ) (d ,d ), [0, ]

t

t kZ
c t X z N t z t T


   , 

成立, ( , ) [0, ]t T    . 

对此类方程, 笔者建立相应的Harnack不等式, 

并给出半群 1
0( )t tP ≥ 与通常半群 0( )t tP ≥ 之间的关系, 

它们的定义分别为: 

1

1 ( ) : [ ( ) ], [0, ],x
t t tP f x Е f X I t T ≤  

, ( )d d
bx R f B R  , 

( ) : [ ( )], [0, ],x
t tP f x E f X t T   

, ( )d d
bx R f B R  , 

其中, ( )dbB R 是 dR 上非负有界可测函数的全体. 

为得到主要结果, 假设条件如下: 

(A) 存在 [0, ) (0, )   上的连续函数 tc , 使

得: 
2

2 ( , ) ( , ), ( , ) ( , )
HS

b t x b t y x y t x t y       
2

( , , ) ( , , ) (d )
Z
c t x z c t y z z ≤ 

2
, ( , , ), [0, ].d

tc x y x y z R t T    

(B) 存在 [0, ) (0, )   上的递增函数 t , 使

得: 
( , ) ( , ), ,tt x t y x y x y    ≤  

( , ), [0, ].dx y R t T   

(C) 存在 [0, ) (0, )   上的递减函数 t , 使

得: 
1 1 2( , )( ) ( , ) , ( ), [0, ].d

tt x t x I x R t T       ≤  

(D) 存在常数 nc , 使得 1n≥ 成立, 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

HS
b t x b t y t x t y      

2 1/2( ( , , ) ( , , ) (d ))
Z
c t x z c t y z z ≤ 

, , , , ,nc x y x y z t n ≤  

( , , ), [0, ].dx y z R t T   

注 (1)条件(A)可以保证方程(1)式解的唯一性, 

条件(D)可推出方程(1)强解的存在唯一性; (2)条件

(A)、(B)和(C), 分别在引理 1及引理 2的证明中用

到, 然而条件(D)将在定理 1的证明中用到. 

定义随机集合 {( , ) : ( ;{ } ) 1}kD t N t Z    , 

如果, kN 在点 ( , )t z 处有 1 个跳(可查阅文献[8]), 

则 ( ) ( , ) ( , ( ), ).t D tX I t c t X z  


   

另外, 其他的几点假设如下: 

(E) 建立Harnack不等式, 要求耦合时间 1  , 

其中, : inf{ [0, ) : }t tt T X Y    , 否则约定 inf    

 . 而 tY 联合 tX 构成了 1个耦合方程组, 具体为: 

0

1

0

d ( , )d ( , )d

( , , ) (d ,d ), ,

d ( ( , ) ( , ) ( , ))d

( , )d ( , , ) (d ,d ), .

t t t t

t kZ

t t
t t t t

t

t t t kZ

X b t X t t X

c t X z N t z X x

X Y
Y b t X t Y t X t

t Y c t Y z N t z Y y

 

 


 







  





   

  









 (2) 

(F) 跳的幅度很小. 

(G) kN 与 t 相互独立.  

在上述几点条件下, 笔者建立基于半群 1
tP 有

关的 Harnack不等式和 Log-Harnack不等式, 具体

见如下定理. 

定理 1 在条件(A)、(B)和(C)的假设下, 则对
2 20, ( ), (1 / ) , (1 / )d

T T T TT f B R p p         

而言, Harnack不等式: 
1 1 1( ( )) ( ( ))(1 exp )p p T p
T TP f y P f x   ≤  

2
( 1)

exp[ ]
4 (( 1) )(1 exp )c T

T T T

p p c x y

p  






 

  
, (3) 

成立, 其中, 1
[0, ]

, : max , : ( ) (0, ),d
t

t T
T c c n R 


   ≤  

( )n  是平稳泊松点过程 k的特征测度. 

定理 2 如果条件(A)和(B)成立, 则对 0,T   

1,f≥  Log-Harnack不等式: 
1 log ( ) (1 exp )TTP f y  ≤  

21

2

( )
(log )

1 exp 2 (1 exp )
T

T c T
T

c x yP f x
 





 




 
 (4) 

成立, 其中, 1 T ≤ .  

2 主要引理和证明 

2.1  建立 2种半群之间的关系 

对平稳泊松点过程 tp 有重要命题
[9]. 其次, 

为 tp 的补偿测度, 则它与特征测度 ( )n  的关系为
( , ) ( ), ( )dt A tn A A B R   . 

由半群 1
tP 和半群 tP的定义可知, 它们的差别

在于前者与首次跳有关, 由于更需更关心的是首

次跳发生的大小的概率问题, 即 1( )P t ≤ . 假设平

稳泊松点过程 tp 满足在 0t  时刻, 0 0p  , 经过

一段时间, 突然在某时刻 B 首次跳进集合 B中, 

这里 , , ( )dA B A B B R  . 因此给出下述定理. 

定理 3  设 tp 是特征测度为 ( )n  的泊松点过程, 

定义 : inf{ 0 : }B tt p B  ≥ , 其中 ( )dB B R 使得
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( ) (0, )n B   . 则 B 与 B
p 是独立的随机变量, 且 

( ) ( )
( ) 1 exp , ( ) .

( )B

tn B
B

n B
p t p p

n B  
   ≤  (5) 

证明  设 A B , 则跳在 B 首次跳进 B有 2

种途径, 第 1 种途径是首次进入 A , 则 B A  , 成

立 A B ≤ ; 第 2 种途径是首次进入 \B A , 则 B   

\B A . 因此, 结合两点有下面的关系: 

\ \( , ) ( , )
BB A B A A B AP t p A P t      ≤ ≤ ≤ . 

另一方面, 这里 A 是泊松过程
#: { :A

tN s t ≤  

}sp A 的首次跳. 因此 A 服从参数为 ( )n A 的指数

分布. 因为 A与 \B A互不相交, 则 A 与 \B A 是相

互独立的参数, 分别为 ( ), ( ) ( )n A n B n A 的指数随

机变量. 

因此 , 令 \: , :A B AX Y   , 得 ( ) ( )Xf x n A   
( ) ( ( ) ( ))exp , ( ) ( ( ) ( ))exp , ( , )n A x n B n A y

Yf y n B n A f x y   
为 ( , )X Y 的联合密度函数 : ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y . 

则计算积分: 

,

( , ) ( , )d d
x y x y t

P X Y X Y t f x y x y
 

  
≤

≤ ≤ , 

得到 ( )( , ) (1 exp ) ( ) / ( )
B

tn B
BP t p A n A n B   ≤ , 即

为结果 . 同时 , 当 A B  , 上式也成立 ; 当

A B  , 上式的左右两边等于 0. 证毕. 

定理 4  设 1 ( )tP f x 和 ( )tp f x 都是[0, ]T 上定义

的 2个半群, 则它们之间的关系为: 
1 ( )( ) (1 exp ) ( )tn B
t tP f x P f x≤ , (6) 

其中, 集合 ( )dB B R 包含着首次跳的随机区域, 

满足 ( ) (0, )n B   . 

证明  由 1 ( )tP f x 和 ( )tp f x 各自的定义可知在

[0, ]T 上, 存在如下关系: 
1 ( ) ( )t tp f x p f x≤ . (7) 

另一方面, 

1 1[ ( ) ] ( ) ( )x x
t t tE f X I Ef X p t ≤ ≤ ≤ . (8) 

由于方程的解 0{ }t tX ≥ 在 1 前连续, 且假设泊

松点过程存在的跳都是小跳, 因此肯定存在 1个随

机区域, 使得该区域以一定概率包含着第 1 次跳. 

记该区域为 B , 它是与 tX 和小跳的阈值(区分小

跳和大跳的很小正数)有关. 则由定理 3可知, 首次

跳 1 发生的概率为
( )

1( ) 1 exp tn BP t  ≤ , 代入(8)

式, 就得到 2个半群之间的关系. 证毕. 

2.2  建立 Harnack不等式 

在证明主要定理之前, 笔者主要应用了(1)式

类型方程的 Girsanov定理[10]. 

注 Girsanov定理中的 0 ( , )tb t X 是有界的, 但此

条件也可以变弱, 使得 0 ( , )tb t X 成为局部有界, 结

论成立. 此时, Girsanov定理中的(1)式条件改变[10]. 

根据减弱的Girsanov定理, 随后将定理 1的证

明中使用耦合方法构造新的概率测度 : TQ R P
和它相关的布朗运动 t , 在此新的布朗运动 t 下, 

方程(2)式变为: 

0

0

d ( ( , ) )d ( , )d

( , , ) (d ,d ), ,

d ( , )d ( , )d

( , , ) (d ,d ), .

t t
t t t t

t

t kZ

t t t t

t kZ

X Y
X b t X t t X

c t X z N t z X x

Y b t Y t t Y

c t Y z N t z Y y

 


 




   

 
   
 












(9) 

如需验证(9)式携带的耦合是否成功, 需要给

出下面的引理 1和引理 2.  
引理 1需验证下面两步: (1)由于 [0, ){ }s s TR   关

于 P是一致可积鞅, 因此 : limT s
s T

R R  
 存在, 这

点可表明在测度Q下, [0, ){ }t t T  是布朗运动. (2)由

于 ( ) 1,Q T   s.t.. : TQ R P , 当  为 tY 的爆破

时, 即 lim n
n

 


 , 其中 n 定义为 : inf{ [0, ) :n t T    

}tY n≥ , 否则, 设 inf T  . 即有以下引理. 

引理 1  假设条件(A)和(B)成立, 对 (0,2)  , 

则有如下关系: 

[0, ), 1
sup log

n ns s
s T s

ER R  
 ≥

≤ 

2

2
.

2 (2 )(1 exp )c T
T

c x y

  








 
 (10) 

进一步, ( 1/ ): lim , [0, ],
ns s T nn

R R s T    
   TR 

存在且使得 [0, ]{ }s s TR   是一致可积鞅. 其中, 

: inf{ [0, ) : }n t tt T X Y n    ≥ , (11) 

设 TQ R P , 则 ( ) 1Q T   , 即 TQ R P , a.s.. 

证明  (1)在 [0, ]T 的时间段内, 集合{ : tt X   

tX 
或 }t tY Y


 所有时间点的集合, 也就是在耦合

方程(9)式发生跳的时间集内, 由于它是 1 个可数

集, 因此其Lebseuge测度为 0. 并且 tc 在[0, ]T 上连

续, 故存在最大值, 记为 c . 

给定 [0, )s T , 由(9)式、条件(A)和 Ito 公式, 

可得: 
2 2

0
2 ,

n

n n

s

s s t tX Y x y X Y


 



       
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0
( ( , ) ( , ))d ( , )

ns

t t t tt X t Y t X


   


    

2

0
( , ) d 2 , ( , , )

ns

t t t tHS Z
t Y t X Y c t X z







     

0
( , , ) (d ,d ) ( , , )

ns

t k tZ
c t Y z N t z c t X z



 


    

2

0
( , , ) (d )d 2 , ( , )

ns

t t t tc t Y z z t X Y b t X






    

( , ) ( ) / d , .t t t t nb t Y X Y t t s   ≤  

由 Girsanov 定理可知, { }
nt t s   ≤ 是概率测度

nsR P 下的新的布朗运动. 所以可有
nsR P 取期望

,s nE 和条件(A)可得: 
2 2

, [ ]
n ns n s sE X Y x y    ≤  

2

, 0
[ ( 2 / ) d ], .

ns

s n t t nE c X Y t t s


 
     ≤  

由 Gronwall不等式可得: 
2 2

, [ ]
n ns n s sE X Y x y    ≤  

0
exp{ ( 2 / )d } , .

ns

t nc t t s


 
      ≤  

由导数公式可得: 
2 2 2'

2

d
d t t t t t t t t

t t

X Y X Y X Y 
 
   

 ,  

且, 
2

21
d d ( ( , ) ( , )t t

t t t HS
t t

X Y
N t X t Y 

 


  ≤  

2
( , , ) ( , , ) (d )t tZ
c t X Z c t Y Z z

 
   

2 , ( , ) ( , ) (t t t t tX Y b t X b t Y X     

) / )dt tY t 
2

2

d
, .t t t

n
t

X Y t
t s





 

≤  

其中, 

0

2
: ( , ( ( , ) ( , ))d

t

t t t t t t
t

N X Y t X t Y  


      

_ _, ( , , ) ( , , )t t t tZ
X Y c t X z c t Y z    

(d ,d ))kN t z . 

两边求积分并取期望, 并结合 2 t tc     , 

得到: 
22

,

, 20

[ ]
[ d ]

n n n

n

s s n s st t
s n

t s

E X YX Y
E t

  

 
  




  ≤  

2

0

, .n
x y

t s 



≤  

由 [0,2], 0
ns     , 得到: 

2 2

, 20
0

[ d ] ,
ns t t

s n
t

X Y x y
E t



 
  
 ≤  

, [0, ), 1.nt s s T n ≤ ≥  (12) 

余下证明和部分(2)式的证明与文献[5]中的引

理 2.1的证明类似, 在此省略. 

在引理 1 中, 表明在测度Q下由(9)式构造的

耦合 [0, ]( , )t t t TX Y  直到时间T 是成功的, 所以 TX   

TY ,Q , a.s..  

引理 2  假设条件(A)、(B)和(C)成立, 当取

T  时, ,t tR  固定, 其中 tR 的定义为: 
1

0

( , )( ),d
: exp[

t u u u u

t
u

u X X Y
R

 



 
  


 

21

20

( , )( )1
d ], [0, ).

2

t u u u

u

u X X Y
u t T





 
  

对 (0,2)  , 设: 

( )2
(1 exp ), [0, ]c t T

t t T
c


 




   . (13) 

可以验证 t 是 [0, )T 上的常微分方程 '2 t   

tc    的正光滑解, 且 '( ) 0, 0t tT   . 则有: 
22

2 20[0, )
sup exp[ d ]

8

s t tT
s

s T T t

X Y
ER t





 







 ≤ 

2

2
exp[ ]

4 (2 )(1 exp )

T

c T
T T

c x y

 








 
. (14) 

进一步 , 记 2 2 / (4 ( ))T T T T T T Tr        时 , 成

立不等式: 
1

[0, )
sup Tr

s
s T

ER 




≤  

2

2

(2 )
exp[ ].

8 (2 )( )(1 exp )

T T T T

c T
T T T T T

c x y   

    






 

  
 (15) 

证明  过程与文献[5]中引理 2.2 的证明类似, 

故在此省略. 另一方面, 由于给出与半群 1
tP 有关

的Harnack不等式, 引理 2提供 sR  的 / ( 1)p p  矩

的显式上界, 也就证明 sR  存在有限 / ( 1)p p  矩. 

3 主要结果的证明 

定理 1的证明  取 , dx y R 且 x y , 给定T   

0 , 并且设 2(1 / )T Tp    , 得到 0 / ((T p   

1) ) 1T  . 设: 

2
: (0,2).

( 1)
T

T

Tp





 


 (16) 
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记(2)式的添加漂移项为 ( , , ) : (|t t tF t X Y X    
1| / ) ( , ) ( , )t t t tY t Y t X    , 因为条件(D)满足 , 所以

多元函数: 
1( , , ) ( , ) ( , )

t

x y
F t x y t y t x 




 , 

关于 y是局部 Lipschitz的, 因此 ( , , )t tF t X Y 是局部

有界的, 满足文中所注的函数 0 ( , )b t x 的条件, 得到

, ( , )t tt T X Y  是 a.e.连续的耦合过程. 

构造新的布朗运动, 设: 
1

0

( , )( )
d , .

t
s s s

t t
s

s X X Y
s t T


  



 
     

如果T  , 且能证明 sR 是一致可积鞅, 则由

鞅收敛定理可得, limT t
t T

R R


 存在且 [0, ){ }t t TR  是鞅, 

由Girsanov定理可知, [0, ){ }t t T  是概率测度 TR P下

的布朗运动. 

由方程(9)式, 根据 1

0
d

T

t t    推出在 [0, ]T 上,  

耦合 ( , )t tX Y 在测度Q下是有定义的. 

由于 tX 是非爆破的, 由(11)式 n 的定义, 可得

lim n
n

 


 . 由引理 2 可知, tY 是直到时刻T的解. 

这样就可以定义耦合时间 , 条件如假设(E). 

取 T  , 由于 T TX Y 和 [0, ){ }t t T  是测度 Q

下的布朗运动. 使用 Hölder不等式得到: 

( ( )) ( [ ( )]) ( ( ))p p p
T Q T T TP f y E f Y ER f X  ≤ 

/( 1) 1( ( ))( ) .p p p p
T TP f x ER 

 
  (17) 

由(16)式则有: 
2 2

1 1 ,
1 4 ( )

T T
T

T T T T

p
r

p

 
   

   
 

 

2 2

4 ( )
1 T T T T

T T

p
   

 


  . 

由引理 2可得: 
1/( 1) 1 1( ) ( )Trp p p p

T TER ER 
  

  ≤ 

2

2

(2 )
exp[ ]

2 (2 )(1 exp )

T T T

c T
T T T T

c x y  

   






 


 
 

2
( 1)

exp[ ].
4 (( 1) )(1 exp )c T

T T T

p p c x y
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





 
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 (18) 

结合(17)式和(6)式以及关系式 ( )1 exp n B T ≤ 
( )1 exp 1 exp .
dn R T T     证毕. 

定理 2的证明  对于Young不等式而言, 任意

的 dR 上的概率测度 , 如存在满足 1( ) 1g  的非

负函数 1 2,g g , 则不等式 1 2 1 1( ) ( log )v g g v g g ≤  
2log (exp )gv 成立[11]. 

对 1f≥ , 应用相应不等式, 取 1 2,Tg R g   

log ( )Tf X , 则需要验证 ( ) 1TR    .  

验证如下: 对 dU R 而言, 是 dR 上的概率

测度, 则有: 

( ) ( , ) ( ) d ( ) ( ,d )t t tU U
P f x p x y f y y f y p x y   . 

取 ( ,d )tp x y  , 则有: 

 ( ) ( ) ( ,d ) ( ) 1T T t t TU
R R y p x y PR x       ≤ . 

又因 TR  是一致可积鞅, 故有 ( ) 1TR    . 因

此结合引理 1以及 T TX Y 和 Young不等式的条件, 

对 1f≥ 可得: 
log ( ) [log ( )]T Q TP f y E f Y   

[ log ( )] [ log ]T T T TE R f X E R R     ≤  

log [ ( )] log ( )T TE f X P f x ≤  
2

2
.

2 (2 )(1 exp )c T
T

c x y

  







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 (19) 

最后, 结合(6)式和对数函数(这里的对数函数

取无理数 e 为底 )的关系式 1log ( ) log(1TP f x ≤  

exp ) log ( )T
TP f x

  . 得到 
1

1 ( )
log ( ) (1 exp )(log

1 exp
T T

T T

P f x
P f y 




 


≤  

0

2

2
).

2 (2 )(1 exp )c T
T

c x y

  








 
 (20) 

取 1  , 就得到结果. 证毕. 

4 总结 

在半群 1
0( )t tP ≥ 的 2 种 Harnack 不等式建立后, 

借助 1 ( )tP f x 与 ( )tP f x 的关系, 可以得到它的很多

性质, 例如半群 1
0( )t tP ≥ 的强 Feller性质、超有界性

以及热核的上界估计等性质. 

此外, 此半群的不变测度的存在唯一性等问

题已成为研究所关注的问题, 也激发了这类方程

的进一步研究. 
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Harnack Inequality for the Solution of a Class of Stochastic  
Differential Equations with Jumps 

WANG Yan-tao, ZHU Quan-xin* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this paper, we study a class of stochastic differential equations with Poission jumps. Under some 
reasonable conditions, we deal with the issue of the Harnack inequalities and the Log-Harnack inequalities for 
the semigroup 

1

1 ( ) : [ ( ) ]x
t t tP f x E f X I ≤  of the solutions of such equations. We establish the relationship 

between the two kinds of semigroup. We also obtain two inequalities such as Harnack and Log-Harnack using 
the coupling argument, along with Girsanov theorem, Hὅlder inequality, Young inequality and Ito formula. 
Key words: coupling; Harnack inequality; the change of measure; poisson point process 
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