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二元帕累托分布的识别性及参数估计 
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摘要: 讨论了二元帕累托分布的识别性及参数估计, 当只有最小值的分布已知时, 那么只有一个

参数可识别, 当可识最小值的分布已知时, 那么所有参数皆可识别, 并由此得到了所有参数的最

大似然估计. 
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1994年 Veenus等[1]给出了我们要讨论的二元

帕累托分布的形式及其一个特征, 这个二元帕累

托分布是一个混合型分布, 这种分布形式的构造

源于文献[2]. 1967年 Marshall和 Olkin[2]首先利用

这种构造提出了一类多元指数分布, 所以现有一

些文献把这种构造称为 Marshall-Olkin型. 文献[3]

给出了多元指数分布的参数估计, 文献[4]把这种

构造称为 mixed. 文献[5]研究了一类混合分布的识

别性. 在二元及多元分布理论中涉及混合二字的

还有指 2 个及以上分布的混合(mixture), 很容易产

生混淆, 这是 2种完全不同的分布形式. 自文献[6]

讨论了二元帕累托分布的参数估计以来, 文献[7- 

15]讨论了二元帕累托分布的特征及参数估计以及

其他特性和应用; 文献[16]研究了多元帕累托分布,

说明了二元及多元帕累托分布在保险精算中的广

泛应用; 在已知二元及多元正态分布参数估计的

前提下, 文献[17]对二元正态分布的参数识别进行

了研究. 可想而知, 研究二元帕累托分布的识别性

及参数估计也是必要的, 其必要性在于二元帕累

托分布的识别性研究是进行多元帕累托分布的识

别性研究及其对应参数估计的前提. 已知 1 2( , )X X

服从二元帕累托分布, 记作 1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , ,  X X P  

) , 记 ( , )F x y 为 1 2( , )X X 的联合分布函数 , 设

1 2min( , )Z X X , Z 的密度函数和分布函数分别

记为 ( ), ( )g z G z , 记 I 为一个三值随机变量, 定义

1,2,3I  分别对应于 1 2 1 2 1 2, ,X X X X X X   时 , 

( , )Z I 的分布密度记为 ( ), 1,2,3i ip f i  . 所谓识别

性问题, 是指已知 Z 的分布或 ( , )Z I 的分布, 是否

唯一确定 1 2( , )X X 的分布函数中 ( , )F x y 的参数问

题 , 即若已知 1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , , )X X P     , 1 2( , ) ~X X   

1 2 0( , , , ),P         这里 , , 0,1, 2,i i i    ,  同为参
数, 设 1 2min( , )  Z X X , 定义随机变量 1,2,3I   分

别对应 1 2 1 2 1 2, ,X X X X X X        时 , Z 的密度函
数和分布函数分别记为 ( ), ( )g z G z  , ( , )Z I  的分布
密度记为 ( ), 1,2,3.  i ip f i  若已知 ( ) ( ),G z G z  则

必有 , 0,1,2,  i i i    , 4 个等式中至少有一

个成立, 称在此情形下等式成立的对应参数是可

识别的, 等式不成立的对应参数是不可识别的; 否

则, 称在此情形下参数是不可识别的. 类似若已知

( ) ( ), 1,2,3,   i i i ip f p f i  则必有 ,i i   0,1,2,i   

   , 4 个等式中至少有一个成立, 称在此情形

下等式成立的对应参数是可识别的, 等式不成立

的对应参数是不可识别的; 否则, 称在此情形下 

参数是不可识别的.  

本文讨论二元帕累托分布的参数识别性问题, 

分别讨论了 Z 分布已知、 ( , )Z I 的分布已知时二元

帕累托分布的参数识别性; 讨论二元帕累托分布

的参数估计, 分别讨论了 Z 分布已知、 ( , )Z I 的分

布已知时二元帕累托分布的参数估计.  

1 二元帕累托分布的识别性 

文献[1]给出了如下二元帕累托分布: 
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定义 1  设 1 2( , )X X 为二维随机变量, 有如下

的尾概率:  

01 21 2 1 2
1 2( , ) ( ) ( ) [max( , )] ,

x x x x
F x x  

   
 

1 2,x x ≥ ≥ , 则称 1 2( , )X X 服从二元帕累托分布, 

记作 1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , , )X X P     , 这里 0, 1,2,  i i  

0 0 ≥ ,  为任意常数. 记
2

0 ii
 


 . 

引理 1  若 1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , , )X X P     , 则 Z 的

分布密度为: 
1( ) ,g z z z    ≥ . 

证明  由 

1 2( ) (min( , ) )P Z z P X X z     

1 2( , ) ( , )P X z X z F z z     

01 2( ) ( ) [max( , )] ( )
z z z z z  

    
   ,  

得 
1( ) ,g z z z    ≥ . 

引理 2  若 1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , , )X X P     , 则 ( , )Z I

的分布密度为: 

1
1

1
2

1
0

, 1, ,

( ) , 2, ,

, 3, .

i i

z i z

p f z z i z

z i z

 

 

 

  

  

  

 

 

 

 


 
 

≥

≥

≥

 

证明  二元帕累托分布为混合型分布, 现对

其 3部分 1 2 1 2 1 2, ,x x x x x x    ≥ ≥ ≥ 分别计

算对应的密度. 由 

1 1 2 1 1 2 2( , ) ( , )F x x P X x X x     

2 011 2( ) ( ) .
x x  

 
   

2
1 1 2

1 1 2
1 2

( , )
( , )

F x x
f x x

x x


 

 
 

2 01 11
1 2 0 1 2 2 1( ) ,x x x x          ≥ , 

同理 
2

2 1 2
2 1 2

1 2

( , )
( , )

F x x
f x x

x x


 

 
 

1 02 11
2 1 0 2 1( ) ,x x           

1 2x x  ≥ , 

1 2( , 1) (min( , ) , 1)P Z z I P X X z I       

1 2 1( , )P X z X X    

1
1 1 1 2 2d ( , )d

 
 z x

x f x x x

 2 01

1

11
1 1 2 0 1 2 2d ( ) d

z x
x x x x    

         

1
1 1 1d ,

z
x x  

    

所以  
1

1 1 1( ) , 1,p f z z i z      ≥ ,  

同理 
1

2 2 2( ) , 1,p f z z i z      ≥ , 

( ) ( , 1)P Z z P Z z I      

( , 2) ( , 3)P Z z I P Z z I     ,  

两边关于 z求导得: 
1 1

1z z           
1

2 3 3( ), ,z p f z z      ≥  

由此可得, 混合部分的密度为:  

 1
3 3 0( ) , 1,p f z z i z      ≥ . 

定理 1  若 1 2 1 2 0 1 2( , )~ ( , , , ), ( , ) ~X X P X X       

1 2 0( , , , )P        , 若已知 Z 与 Z 同分布, 则只有参

数  可识别, 其余参数皆不可识别.  

证明  由 ( ) ( )g z g z , 得: 
1 1, max( , )z z z               ≥ ,  

首先得   , 由此得到    ; 也可以直接由

,z z  ≥ ≥ 得    .  

注记 1  3个参数的和是可识别的.  

定理 2  若 1 2 1 2 0 1 2( , )~ ( , , , ), ( , ) ~X X P X X       

1 2 0( , , , )P        , 若已知 ( , )Z I 与 ( , )Z I  同分布, 则

所有参数皆可识别.  

证明  由 ( ) ( )i i i ip f z p f z  , 得: 
1 1, 0,1, 2,i iz z i             得: 

  , i i  , 0,1, 2,i      .  

2 二元帕累托分布的参数估计 

文献[6]研究了二元帕累托分布的参数估计, 

这里我们从定理 1和定理 2出发, 直接分别获得了

参数  , 以及所有参数的最大似然估计.  

定理 3  设 1 2( , )X X 是总体 , 11 21( , ), ,X X   

1 2( , )n nX X 是来自总体 1 2( , )X X 的容量为 n的样本, 

记 

1 2min( , ),Z X X 1 2min( , )i i iZ X X ,  

 1,2, ,i n  ,  
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若 Z具有以下的分布密度: 
1( ) ,g z z z    ≥ ,  

1, , nZ Z 是来自总体 Z 的容量为 n的样本, 则参数

 的最大似然估计为: 

ˆ min( )i
i
Z  .  

证明  略. 

定理 4  设 1 2( , )X X 是总体 , 11 21( , ), ,X X   

1 2( , )n nX X 是来自总体 1 2( , )X X 的容量为 n的样本, 

记 1 2min( , )Z X X , 定义随机变量 1, 2, 3I  分别

对应 1 2 1 2 1 2, ,X X X X X X   时 , 记 1min( ,i iZ X  

2 )iX . 定义随机变量 1, 2, 3iI  分别对应 1 2 ,i iX X  

1 2 1 2, i i i iX X X X 时, 1, ,i n  .  

若 ( , )Z I 具有以下的分布密度: 
1

1

1
2

1
0

, 1, ,

( ) , 2, ,

, 3, ,

i i

z i z

p f z z i z

z i z

 

 

 

  

  

  

 

 

 

 
 




≥

≥

≥

 

1 1( , ), ,( , )n nZ I Z I 是来自总体 ( , )Z I 的容量为 n的

样本, 记 

1

1, 1,

0, 1,

i

i

i

I
w

I

 


 1, ,i n  , 

2

1, 2,

0, 2,

i

i

i

I
w

I

 


 1, ,i n  , 

3

1, 3,

0, 3,

i

i

i

I
w

I

 


 1, ,i n  , 

则参数  的最大似然估计为 ˆ min( )i
i
Z  .  

参数 i 的最大似然估计为: 

1

1

ˆ , 1,2,3
ˆln ln

n

ji

j n

i

w
j

z



 






. 

证明  似然函数为: 

1
11

1 2 3, 1( , , ) ( ( ) )

n

iw

i
i

L z        


    

2
11

2( ( ) )

n

iw

i
i
z    


   

3
11

0( ( ) )

n

iw

i
i
z    


   

1 2 3
1 1 1

1 2 0( ) ( ) ( )

n n n

i i iw w w

  
  

  

1( ) ,ii
z     iz ≥ ,  

则参数  的最大似然估计为 ˆ min( )i
i
Z  , 并有似

然方程: 

1 1
1 11

2 2
1 12

3 0
1 10

ln ˆ/ ln ln 0,

ln ˆ/ ln ln 0,

ln ˆ/ ln ln 0,

n n

i i

n n

i i

n n

i i

L
w z

L
w z

L
w z
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

 


 


 
    

     


   
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 

 

 

 

得: 

1 1
1 1

2 2
1 1

0 3
1 1

ˆ ˆ/ ( ln ln ),

ˆ ˆ/ ( ln ln ),

ˆ ˆ/ ( ln ln ).

n n

i i

n n

i i

n n

i i

w z
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
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 
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注记 2  二元帕累托分布随机变量的计算机生

成过程如下:  

先直接生成 3 个相互独立的一元帕累托分布

随机变量 

1

1

1
1 1~ ( ) ( )U

u
U F u 


 ,  

2

2

2
2 2~ ( ) ( )U

u
U F u 


 ,  

0

3

3
3 3~ ( ) ( )U

u
U F u 


 ,  

并置 1 1 3min( , )X U U , 2 1 3min( , )X U U , 则 

1 2 1 2 0( , ) ~ ( , , , )X X P     ,  

这里模拟略去.  

注记 3  由二元帕累托分布参数的最大似然估

计表达式可自然地写出对应的多元帕累托分布参

数的最大似然估计表达式.  
注记 4  由 

,
1

EZ




 

 
2

2 ,
2

EZ
 



 

 1
1 ,EW




  

2
2 ,EW




  0
3 ,EW




  

可得二元帕累托分布参数的矩估计表达式, 不同

于对应参数的最大似然估计表达式.  

结论  仅是 Z 的分布已知时, 只有参数  可
识别, 即只有参数  可估计, 当 ( , )Z I 的分布已知
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时, 所有参数皆可识别, 即所有参数皆可估计.  
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Identifiability and Parameter Estimation of a Bivariate Pareto Distribution 

LI Guo-an, LI Wei-hua 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: This paper shows that provided any two random variable observe a bivariate pareto distribution, and 
the distribution of the minimum is known, then only one of parameters can be identified; while the distribution 
of the identified minimum is known, then all of parameters can be identified. As a result, the maximum 
likelihood estimator of all of parameters can hence be derived. 
Key words: bivariate Pareto distribution; identifiability; maximum likelihood estimator 
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