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SPECT均匀衰减投影数据的反演公式 
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摘要: 依据近年来公开发表的有关单光子发射断层成像(SPECT)成像技术的文献, 探索 SPECT
均匀衰减投影数据的反投影问题. 主要采用指数型拉动变换的性质和构造特殊函数—–δ 函数的
方法, 进而应用δ 函数的特殊性得到了一个精确的反演公式. 结果表明, 由这种方法得到的反演
公式能够更加有效和精确地实现图像的重建. 
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单光子发射断层成像(Single-Photon Emission 
Computed Tomography, SPECT)是获取体内脏器功
能信息较为常用的一种成像系统, 可重建人体内
放射性示踪剂的分布图像和活动状况. 由 SPECT
获取的断层成像可以得到人体组织功能活性和新

陈代谢的活动状况, 在现代核医学的临床诊断和
治疗中都得到了广泛的应用. 因此, 由于这种技术
在功能方面的优势, 在近几十年被广泛应用在核
医学临床诊断和治疗的应用中[1-2]. 

目前广泛采用的 SPECT 重建算法以迭代算法
和解析算法为主. 迭代算法可以根据已知一个小
区域的值迭代得到整个感兴趣区域的图像值, 并
将此归结到内问题中去; 但迭代算法需要大量的
计算, 因此需要很长的重建时间, 在临床应用上还
有一定不足. 而解析算法可根据已知的解析重建
公式快速得到所重建的图像, 在临床上更实用. 大
量的研究表明 SPECT 的精确重建是真正成为可能
的. 近些年, 大量的学者对 SPECT的投影重建公式
做了大量的研究, 得到了大量的SPECT图像解析精
确重建的公式[3-8].  

一般而言, 由于人体组织对发射光子具有吸
收作用, 因此在重建过程中要考虑衰减的因素, 文
中所用到的 SPECT 数据假设是按均匀衰减的指数

型拉东变换得到的. SPECT图像重建的目的是由置
放在人体周围的准直器和接收器接收到的人体内

部的发射光子发射出的数据来精确重建出人体组

织功能活性和新陈代谢的活动状况, 即人体内部
的分布图像. 由于人体对光子的吸收作用, 其衰减
往往是不均匀的, 而当衰减是均匀时即是我们所
需研究的指数型拉东变换. 笔者的主要目的是由
均匀衰减的指数型拉东变换的投影数据得到 1 个
精确重建的反演公式. 因此, 在前人研究的基础上, 
通过构造 1个特殊的δ 函数, 并运用指数型拉东变
换的性质得到了 1个 SPECT图像精确重建反演公
式. 

1 定义说明 

设 2为二维欧几里得空间, ( , )x x y= 是 2

上的 1个点. 由于所研究的是平面上一组从不同方
向上接受到的投影数据, 因此又会涉及到笛卡尔
坐标系中的点和极坐标中的点 ( , )r ϕ , 所以在平面
上所有方向的直线可以理解为平面 1S × 上点 ( ,θ  

1)s S∈ × 的直线 2( , ) { ; }L s x x sθ θ= ∈ ⋅ = . 这条
直线的另一条参数定义为 t s tθ θ ⊥→ + . 
设 f 是 2上光滑的紧支撑函数. 如果人体对

光子的衰减吸收是均匀的, 即如果衰减系数 μ是 1
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个实常数, 则指数型拉动变换可定义为: 

( , ) ( )e dtT s f s t tμ
μ θ θ θ

∞ ⊥

−∞
= +∫ , (1) 

这里对各个不同的方向T fμ 是已知的, 唯一未知
的是 f , 因此, 笔者主要目的是由(1)式求出未知
函数 f . 

2 主要结果 

引理 1  假设 1,a b∈ , 且 2 2a b< , 则有: 
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证明  由贝塞尔函数的定义可得: 
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式中, C 表示以原点为圆心, r 为半径的圆. 令
eiz r ϕ= , 0 2πϕ≤ ≤ , 对于 1r = , 则(1)式可表示为: 
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令 2 2 , ( ) /t b a r b a b a= − = − + , 则 对 于

0v = , 可得: 
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证毕. 
引理 2  设 0, 0v z> > , 则有: 
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其中, ( )vJ z 表示贝塞尔函数.  

证明  由贝塞尔函数 ( )vJ t 的级数展开, 有: 
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然后, 可得: 
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由 Γ 函数的性质 ( 1) ( ) ( )v k v k v kΓ Γ+ + = + +
可得: 
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证毕. 
引理 3  设 0b > , 则在欧几里得空间中有: 

1 1( ) (2π) | | ( | |)b x b x J b xδ − −= . (4) 

证明  由 ( )b xδ 的定义, 有: 
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由引理 1和引理 2可得: 
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0 ( )f C∞∈ , 
则有: 

lim ( ) ( )b

b
x xδ δ

→∞
= . (5) 
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则根据δ 函数的定义可得: 
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证毕. 
引理 5  设 2
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其中, Tμ
∗表示Tμ的共轭算子, 定义为: 
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证明  由指数型拉动变换的定义可得: 
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证明  由共轭算子的定义可知: 
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在上式积分中, 运用引理 1且假设 (cos ,x r ϕ=  
sin )ϕ , 则, 

1

2π sin cos

0
e d e dx i x r i r

S

μ σ θ μ ϕ σ ϕθ ϕ− + ⋅ += =∫ ∫  
2 2 1/2

02π ( ( ) )J r σ μ− , 

从而, 
1

2 2 1/22
0| | | |

( ) (2π) ( ( ) )db
b

T G x J rμ μ σ
σ σ μ σ∗

− < <
= − =∫  
1

2 2 1/22
0| | | |

(2π) (| | ( ) )d
b

J x
μ σ

σ σ μ σ
< <

− =∫  

1
2 2 1/22

02(2π) (| | ( ) )d
b

J x
μ
σ σ μ σ− =∫  

2 21
2

00
2(2π) (| | )d

b
tJ x t t

μ−

∫ . 

令 2 2t σ μ= − , 然后应用引理 2有: 
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证明  首先, 由定理 1可得: 
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3 结论 

在实际的医学图像重建过程中, 可根据不同
算法的优缺点选取合理的重建方法, 但解析算法
具有速度快和重建比较精确的特点, 所以能够选
择合适的重建公式可大大提升重建速度, 因此应
用得到的精确 SPECT 均匀衰减投影数据的反演公
式(9)就能采用同样多的投影数据快速精确地重建
出较好的图像. 
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Inversion Formula from Uniformly Attenuated SPECT Projection Data 

CHANG Sheng-ming, WANG Jin-ping* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Based on the recently published literature on SPECT imaging technology, the projection problem of 
the SPECT homogeneous attenuation projection data is explored in a bid to obtain a more accurate inversion 
formula. Based on the nature of the exponential transform and the method of constructing special function δ−  
function, an accurate inversion formula is attained by further applying the particularity of the function. The 
results show that the obtained inversion formula can implement image reconstruction in a more effective and 
accurate way. 
Key words: SPECT; exponential radon transform; inversion formula; δ − function  

（责任编辑  章践立） 


