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两类新型两指标 B值鞅空间的相互嵌入关系 

叶  臣, 舒启昂 
（宁波大学 科学技术学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 证明了两类新型两指标 B值鞅空间的 Fefferman不等式, 讨论了两类新型两指标 B值鞅空

间相互嵌入关系与 Banach空间几何性质间的联系: Banach空间的几何性质决定着鞅空间的相互

嵌入关系; 鞅空间的嵌入关系也可刻画 Banach空间的几何性质.  
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鞅空间理论作为概率论与分析学两者结合而

形成的交叉领域, 自 20世纪 70年代以来发展异常

迅速. 鞅空间及其相互关系是 pH 鞅论中饶有兴趣

的问题之一. 对于实值鞅, Burkholder 等[1]在 1970

年证明了著名的Burkholder-Gundy不等式, 说明鞅

Hardy 空间 S
pH 和 pH 相互等价; Garsia[2]和 Herz[3]

在 1973 年引入了鞅的 BMO 空间并以此刻划了鞅

Hardy空间 1
SH 的共轭; 1977年 Bernard等[4]在鞅论

中引人了原子分解, 为鞅Hardy空间的研究提供了

有力工具; 1994年Weisz[5-6]对单指标实值鞅空间和

两指标实值鞅空间的相互关系进行了深入全面的

研究. 

自 20世纪 80年代初以来, 人们将注意力逐渐

集中于Banach空间值鞅的研究上. 1990年刘培德[7]

对单指标 Banach空间值鞅引入 p均方算子和条件

p均方算子, 研究了单指标 B值鞅不等式和鞅空间

的相互嵌入关系, 与单指标实值鞅结果不同的是

单指标 B 值鞅不等式及鞅空间的相互嵌入关系都

与 Banach 空间的凸性和光滑性有密切联系. 2001

年Cheng等[8]研究了基本的两指标B值鞅空间的相

互嵌入关系, 并刻画了取值的 Banach 空间的几何

性质. 最近, Yu[9-10]在研究单指标 B 值鞅空间的对

偶空间时, 引入了两类与 Sharp算子有关的新型鞅

空间. 笔者将这两类新型空间推广到两指标B值鞅

情形, 首先证明了这两类新型两指标B值鞅空间的

Fefferman 不等式, 其次研究了这两类新型两指标

B 值鞅空间的相互嵌入关系, 结果显示空间的相互

嵌入关系与 Banach空间的 p一致光滑性和 q一致

凸性可相互刻画. 

1 符号及定义 

设 ( , , )P Y 为完备的概率空间, ( ,|| ||)B  为维
数不小于 2 的 Banach 空间, 2{ , }n n NY 为Y 的

关于 2N 中的偏序不降的子 代数列且满足 4F 条

件 . 对 2
1 2( , ) ,n n n N   记

2
( U )n
n N




Y Y 及 n
 Y  

1 21, 1n n Y . 用 ,E nE 和 nE
分别表示期望算子及关于

nY 和 n
Y 的条件期望算子. 

若取值于 Banach空间 B且可积的随机变量序

列 2( , )nf f n N  关于 2{ , }n n NY 是适应的 , 即

对所有 2n N , nf 关于 nY 可测, 且当 n m≤ 时有

n m nE f f , 则称 2( , )nf f n N  为两指标 B值鞅. 

对于两指标 B值鞅定义鞅差为: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

, 1, , 1 1, 1 1 2

0, 0,
, 0.   


    

n
n n n n n n n n

n n
d f

f f f f n n
 

本文约定 

1 1, , 1 0 { , },i i       Y Y Y Y   

1 1, , 1 0 0i if f f f      . 

对定义在 ( , , )P Y 上, 取值于 Banach空间 B

上的两指标鞅 2( , ),nf f n N   本文用 *,f ( ) ( )pS f

及 ( ) ( )p f 表示极大算子, p均方算子及条件 p均方
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算子: 
* sup || ||n n

i n
f f

≤
, 

2

* sup || ||n
n N

f f


 ,  

( ) 1/

0

( ) ( || || )
pp p

n i
i n

S f d f 
≤≤

, 

2

( ) ( )( ) sup ( )p p
n

n N

S f S f


 , 0 ,p    

( ) 1/

0

( ) ( || || )
pp p

n i i
i n

f E d f  
≤≤

,  

2

( ) ( )( ) sup ( )p p
n

n N

f f 


 , 0 p   . 

此外, 两类 Sharp算子分别表示为: 

( ) 1/( ) sup( (|| || )
m

p p p
n n i

m n i n

T f E d f


 
≥

, 

2

( ) ( )( ) sup ( )p p
n

n N

T f T f


 , 0 p   ; 

( ) 1/

1

( ) sup( (|| || )
m

p p p
n n i

m n i n

T f E d f
 

 
≥

, 

2

( ) ( )( ) sup ( )p p
n

n N

T f T f 


 , 0 p   ;  

( )( )# ( ) 1/
1( ) ( ( ( ) ( ) ))
pp p p p p

n n nS f E S f S f  , 

2

( )# ( )#( ) sup ( )p p
n

n N

S f S f


 , 0 p   ;  

( )( )# ( ) 1/( ) ( ( ( ) ( ) ))
pp p p p p

n n nf E f f    , 

2

( )# ( )#( ) sup ( )p p
n

n N

f f 


 , 0 p   . 

我们用 * ( )H B , ( )S
p H B , ( )p H B

 , ( )p K B , 

( )p K B
 , ( )S

p K B 及 ( )p K B
 表示下列两指标 B 值

鞅空间: 

*

* *

( )
( ) { :|| || || || }

H B
H B f f f


     , 

0  ≤ ;  
( )

( )
( ) { :|| || || ( ) || }S

p

S p
p H B
H B f f S f


     , 

1 , 0p     ≤ ;  

( )

( )
( ) { :|| || || ( ) || }

p

p
p H B
H B f f f




     , 

1 , 0p     ≤ ;  

( ) { : ( ), 0,p K B f R    L ≥  

 (|| || ) ( ), 1 }
m

p p
n i n

i n

E d f E n m


   ≤ ≤ ≤ ,  

( )|| || inf || ||
p K Bf

 
 ,  

0 ,p p    ≤ ≤ ;  

( ) { : ( ), 0,p K B f R     L ≥  

 
1

(|| || ) ( ), 1 }
m

p p
n i n

i n

E d f E n m
 

   ≤ ≤ ≤ ,  

( )
|| || inf || ||

p K B
f




  ,  

0 ,p p    ≤ ≤ ;  

( ) { : ( ), 0,S
p K B f R    L ≥  

 ( ) ( )
1( ( ) ( ) ) ( ), 1}p p p p p

n n nE S f S f E n ≤ ≥ ,  

( )
|| || inf || ||S

p K B
f




 ,  

0 ,p p    ≤ ≤ ;  

( ) { : ( ), 0,p K B f R
    L ≥  

 ( ) ( )( ( ) ( ) ) ( ), 1}p p p p p
n n nE f f E n   ≤ ≥ ,  

( )
|| || inf || ||

p K B
f 




 ,  

0 ,p p    ≤ ≤ . 

两个赋范或拟赋范空间 X 和Y 被称为是等价

的(简记为 X Y )当且仅当 X 和Y 是同构的并且

它们的范数等价: 存在常数 1 2, 0C C  , 使得对所有

f X 有 1 2|| || || || || ||X Y XC f f C f≤ ≤ . 赋范空间 X

的对偶空间表示为 *X , 如果 *X Y , 则称Y 是 X

的对偶空间. 

关于 Banach空间 B的凸性模和光滑模分别定

义如下: 

 ( ) inf{1 1/ 2 || ||,B x y      

     || || || || 1,|| || },x y x y      

 ( ) sup{1/ 2(|| || || ||) 1,B x y x y        

     || || 1,|| || }x y   , 

其中, 0 2 ≤ , 0  . 

若存在常数 0,C   使得 ( ) ,qB C  ≥  2≤ 

q   , 则称 B 是 q一致凸的 ; 若 ( ) ,pB C  ≤  

1 2p ≤ , 则称 B是 p一致光滑的. 

2 主要结果和证明 

引理 1  对于 Banach空间 B, 设1 2p ≤ , 则

以下条件等价: 

(i)B同构于 p一致光滑空间.  

(ii)存在常数 0pC C  , 使得对任一两指标 B

值鞅 2( , )nf f n N  , 当0 n m≤ ≤ 时, 有[8]: 

(|| || ) ( || || ).
m m

p p
n k n k

k n k n

E d f CE d f
 
 ≤  (1) 

(iii)对任一两指标 B 值鞅 2( , )nf f n N  , 若

2

|| ||pn
n N

d f


  , 则 nf 依概率收敛
[11]. 

引理 2  对于 Banach空间 B, 设 2 q  ≤ , 则
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以下条件等价: 

(i)B同构于 q一致凸空间.  

(ii)存在常数 0qC C  , 使得对任一两指标 B

值鞅 2( , )nf f n N  , 当0 n m≤ ≤ 时, 有[8]: 

( || || ) (|| || )
m m

q q
n k n k
k n k n

E d f CE d f
 
 ≤ . (2) 

(iii)对任一两指标 B 值鞅 2( , )nf f n N  , 若

|| ||f   , 则 ( ) ( )qS f   , a.e.[11]. 

定理 1(Fefferman不等式)  设 B为 Banach空

间, 1 p   , 1 p≤ ≤ , 则存在常数 0pC C  
使得: 

(i)对任一两指标 B值鞅 
2( , ) ( )S

n pf f n N H B   , 

2 *( , ) ( )S
n qn N K B     , 

有: 

*( ) ( )
| | || || || ||S S

p q
n n H B K B

Ef C f
 

 


≤ , 1n≥ .  

(ii)对任一两指标 B值鞅 
2( , ) ( )n pf f n N H B

   , 

2 *( , ) ( )n qn N K B
     , 

有: 

*( ) ( )
| | || || || ||

p q
n n H B K B

Ef C f  
 

 


≤ , 1n≥ ,  

其中: 1 / 1 / 1p q  , 1 / 1 / 1   . 

证明  (i)设 2( , ) ( ),S
n pf f n N H B   则 id f   

( )L B , 从而
1

( )
n

n i
i

f d f L B


  . 当 ( ,n n    

2 *) ( )S
qN K B 时, 由 *( )S

qK B 的定义知 ( )R  L , 

0≥ 使得: 
( ) ( ) 1/

1|| || ( ( ( ) ( ) ))q q q q q
n n n nd E S S    ≤ 

1/( ( )) ,q q
nE   

进而 
1/|| || || ( ( )) || || ||q q

n nd E       ≤ ≤ ,  

因此 *( )n L B  , 这说明积分 n nEf  有意义 . 对

1n ≥ 有: 

1

n

n n i i
i

Ef Ed fd 


 , (3) 

从而 

( ) / 1 ( ) 1 /

1

| | | ( ) ( ) |
n

p p p p
n n i i i i

i

Ef Ed fS f d S f   


≤ ≤ 

( ) 1/

1

( || || ( ) )
n

p p p p
i i

i

E d f S f 



  

( ) (1 / ) 1/

1

( || || ( ) ) ( )( )
n

q p q p q
i i

i

E d S f U V 


  . 

为估计 ( )U , 利用不等式 11 ( 1)      ≥ , 

1 ≤ ≤ , 取 / p  , ( ) ( )
1( ) ( )p p p p

i iS f S f 
 则

得到: 
( ) ( )

1( ) ( )p p
i iS f S f 

 ≥  
( ) ( ) ( )

1 1( / )( ( ) ( ) ) ( )p p p p p p
i i ip S f S f S f  

  ,  

这意味着 

( )

1

( ) || || ( )
n

p p p p
i i

i

U E d f S f 



 
 

( ) ( ) ( )
1 1

1

( ( ) ( ) ) ( )
n

p p p p p p
i i i

i

E S f S f S f 
 



 ≤ 

( )( / ) ( )p
np ES f  . (4) 

对于 ( )V , 可归纳定义为: 

( ) (1 / ) ( / )( / 1)

1 1

( ) ( || || )
i i

p q p p q p p
i j j

j j

S f d f Q  

 

   , 

0 i n≤ ≤ ,  

使得 jQ 关于 jY 可测, 于是 

( ) (1 / )

1

( ) || || ( )
n

q q p q p
i i

i

V E d S f  



   

1 1 1

|| || ( || || )
n i n n

q q
i j j j i

i j j i j

E d Q E Q E d 
   

      

( ) ( )
1

1

( (( ( ) ( ) )
n

q q q q
j j n j

j

E Q E S S 


 ≤ 

( ) ( )
1

1

( ( ( ) ( ) ))
n

q q q q
j j j

j

E Q E S S 


 ≤
 

( ) (1 / )

1

(( ) ) ( )
n

q p q p q
j n

j

E Q ES f  



 . 

注意到 (1 / 1 / ) / 1q p q    , 由Hölder不等

式可得: 
( ) (1/ 1/ ) / 1/( ) ( ( ( ) ) ( ) )p q p q q
nV E S f      ≤ ≤ 

(1/ 1/ )( ) 1/( ( ) ) ( )
pp

nES f E
  
   . (5) 

由(3)~(5)式得: 
1/ ( ) 1/ 1/| | ( / ) ( ( ) ) ( )p p

n n nEf p ES f E        ≤  

    ( )|| ( ) || || ||p
nC S f    . (6)  

根据
( )

|| || S
p H B

f

以及 *( )

|| || S
q K B



的定义, (6)式意

味着 
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*( ) ( )
| | || || || || ,S S

p q
n n H B K B

Ef C f
 

 


≤  

从而(i)得证. (ii)的证明与(i)类似, 在此略去. 

定理 1证毕. 

定理 2  设 B为 Banach空间, 1 2p ≤ , p≤ 

 ≤ , 则以下条件等价: 

(i)B同构于 p一致光滑空间.  

(ii) ( ) ( )S
p pK B K B  , 且存在常数 pC C   0,

使得对任一两指标 B值鞅 
2( , ) ( )S

n pf f n N K B    

有: 

( ) ( )
|| || || || .

 
S

p p
K B K B

f C f≤  (7) 

(iii) ( ) ( )p pK B K B
 

 , 且存在常数 pC C    

0 , 使得对任一两指标 B值鞅 
2( , ) ( )n pf f n N K B

    

有: 

( ) ( )
|| || || ||

p pK B K B
f C f 

 
 ≤ . (8) 

证明  (i) (ii)设 B 同构于 p一致光滑空间, 

两指标 B 值鞅 2( , ) ( )S
n pf f n N K B   , 则   

( )RL , 0  , 使得: 

( ) ( )
1(|| || ) ( ( ) ( ) )p p p p p

n k n n
k n

E d f E S f S f





  ≤ 

( )pnE  , 1n ≥ . 

根据 B 空间的 p一致光滑性, 由引理 1 的(1)

式知, 存在常数 0pC C   , 使得: 

(|| || ) ( || || ) ( )
m m

p p p
n k n k n

k n k n

E d f CE d f CE 
 
 ≤ ≤ , 

1 n m  ≤ ≤ . 

从而 1/
( ) ( )

|| || || || ,S
p p

p
K B K B

f C f
 

≤ 即空间 ( )S
p K B

连续嵌入空间 ( )p K B , (ii)得证. 

(i) (iii)证明类似于(i) (ii), 在此略去. 
(ii)  (i)假定 (7)式成立 , 设两指标 B 值鞅

2( , )nf f n N  满足
2

|| ||pn
n N

d f


  , 则 

( ) ( ) ( )S S
p p pf K B K B K B    ,  

由 ( )p K B 的定义知 , 对于任意的 0  ,    

( ) RL , 0  , 使得: 

(|| || ) ( )
m

p p
n k n

k n

E d f E 

 ≤ , 1 n m  ≤ ≤ ,  

且 

( )|| || || ||
p K Bf

 ≤ . 

两边取期望, 并由(7)式得: 

( )
(|| || ) ( ) ( || || )S

p

m
p p p

k K B
k n

E d f E C f


 


 ≤ ≤ . (9) 

注意到 

2

( ) ( ) || ||p p p
n

n N

S f d f


   , 

及 
( )( ) ( )

1( ( ) ( ) ) ( ( ) )
pp p p p p

n n nE S f S f E S f ≤ , 

1n ≥ ,  

由 ( )S
p K B 的定义有: 

2

( ) 1/

( )
|| || || ( ) || || ( || || ) ||S

p

p p p
nK B

n N

f S f d f


 


 ≤ ,  

因此 

( ) ( )
1( ( ) ( ) ) ( || || )p p p p p

n n n k
k n

E S f S f E d f





 ≤ , (10) 

由(9)式及(10)式得: 

1/(|| || ) ( || ( || || ) || )
m

p p p p
i k

i n k n

E d f C d f  


 

 ≤ . (11) 

当 n时, (11)式右边极限为 0. 由 Fatou引

理可得 nf 在 ( )pL B 中收敛 , 进而 nf 依概率收敛 , 

因此由引理 1可知 B同构于 p一致光滑空间. 

(iii) (i)证明类似于(ii) (i), 在此略去. 

定理 2证毕. 

定理 3  设 B 为 Banach 空间, 2 q  ≤ , 

q  ≤ ≤ , 则以下条件等价: 

(i)B同构于 q一致凸空间.  

(ii) ( ) ( )S
q qK B K B  , 且存在常数 0qC C   , 

使得对任一两指标B值鞅 2( , ) ( )n qf f n N K B  
有: 

( )( )
|| || || ||S

qq
K BK B

f C f


≤ . (12) 

(iii) ( ) ( )q qK B K B
 
  , 且存在常数  qC C  

0, 使得对任一两指标 B 值鞅 2( , )  nf f n N  

( )


q K B 有: 

( ) ( )
|| || || ||

q qK B K B
f C f

 
≤ . (13) 

证明  (i) (ii) 设 B同构于 q一致凸空间, 两

指标 B 值鞅 2( , ) ( )n qf f n N K B   , 则对任意

0  , ( )R L , 0  , 使得: 

(|| || ) ( )
m

q q
n k n

k n

E d f E 

 ≤ , 1 n m  ≤ ≤ ,  

并且 

( )|| || || ||
p K Bf

 ≤ . 
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由B空间的 q一致凸性及引理2的(2)式可知存

在常数 0pC C   , 使得: 

( || || ) (|| || ) ( )
m m

q q q
n k n k n
k n k n

E d f CE d f CE 
 
 ≤ ≤ , 

    1 n m  ≤ ≤ . 

由m的任意性可得: 
( ) ( )

1( ( ) ( ) ) ( )q q q q q
n n nE S f S f CE  ≤ , 1n ≥ ,  

故 
1/

( )( )
|| || || ||S

qq

q
K BK B

f C f


≤ ,  

即空间 ( )q K B 连续嵌入空间 ( )S
q K B , (ii)得证. 

(i) (iii)证明类似于(i) (ii), 在此略去. 

(ii)  (i)假设(12)式成立, 设两指标 B 值鞅
2( , )nf f n N  满足 || ||f   . 则 ( )qf K B , 且 

*(|| || ) 2 ( )


m

q q q
n k n

k n

E d f E f≤ , 1 n m  ≤ ≤ . 

由 ( )S
q K B 的定义知 , 对任意 0  ,    

( ) RL , 0  , 使得: 
( ) ( )

1( ( ) ( ) ) ( )q q q q q
n n nE S f S f CE≤ ,  

且 

( )
|| || || || S

q K B
f


 ≤ . 

当 0n  时, 取期望得: 
( )

( )
( ( ) ) ( ) ( || || )S

q

q q q q
n K B

E S f E C f


   ≤ ≤ , 

于是 ( ) ( ) ,qS f    a.e.. 由引理 2知 B同构于 q一致

凸空间. 

(iii) (i)证明类似于(ii) (i), 在此略去. 

定理 3证毕. 

根据Kwapien定理[12], B同构于Hilbert空间时, 

B 既是 2 一致凸空间, 又是 2 一致光滑空间, 因此

由定理 2和定理 3可得下面推论. 

推论 1  设 B为 Banach空间, 2  ≤ ≤ , 则

以下条件等价: 

(i)B同构于 Hilbert空间.  

(ii) 2 2( ) ( )SK B K B  , 且存在常数 0C  和

0C  使得对任一两指标 B 值鞅 2( , )nf f n N 

有: 

2 22
( ) ( )( )

|| || || || || ||SK B K BK B
C f f C f

 
 ≤ ≤ .  

(iii) 2 2( ) ( )K B K B
 
  , 且存在常数 0C  和

0C  , 使得对任一两指标 B值鞅 2( , )nf f n N 
有: 

2 2 2( ) ( ) ( )
|| || || || || ||

K B K B K B
C f f C f

  
  ≤ ≤ . 

对照几类 BMO鞅空间的定义 [10] (0 ,  p  

0 )   : 

( )( ) { :|| ||BMO BBMO B f f
    

1/
1sup || ( || || ) || }n n

n
E f f  

    ;  

( )
( ) { :|| ||

BMO B
BMO B f f


 
    

1/sup || ( || || ) || }n n
n

E f f  
   ;  

( )
( ) { :|| || S

p

S
p BMO B
BMO B f f


    

( ) ( ) / 1/
1sup ||( ( ( ) ( ) ) ) || } 
  p p p p p

n n
n

E S f S f ;  

( )
( ) { :|| ||

p
p BMO B
BMO B f f 




    

( ) ( ) / 1/sup || ( ( ( ) ( ) ) ) || }.    p p p p p
n n

n
E f f  

可以看到: 

( ) ( )p pK B BMO B  , ( ) ( )p pK B BMO B 
  , 

( ) ( )S S
p p pK B BMO B  , ( ) ( )p p pK B BMO B 

  ,  

即两类新型空间是这几类 BMO鞅空间的推广. 

当定理 2、定理 3中  时, 可得下面推论. 

推论 2  设 B为 Banach空间, 1 2p ≤ , 则以

下条件等价: 

(i)B同构于 p一致光滑空间.  

(ii) ( ) ( )S
p p pBMO B BMO B , 且存在常数 C  

0pC , 使得对任一两指标 B 值鞅 ( , nf f n  
2 ) ( ) S

p pN BMO B 有: 

( ) ( )
|| || || || S

p p p
BMO B BMO B

f C f≤ . 

(iii) ( ) ( )p p pBMO B BMO B  , 且存在常数 C  

0pC , 使得对任一两指标 B 值鞅 ( , nf f n  
2 ) ( ) p pN BMO B 有: 

( ) ( )
|| || || ||

p p pBMO B BMO B
f C f  ≤ . 

推论 3  设B为Banach空间, 2 q  ≤ , 则以

下条件等价: 

(i)B同构于 q一致凸空间. 

(ii) ( ) ( )S
q q qBMO B BMO B , 且存在常数 C  

0qC , 使得对任一两指标 B值鞅 
2( , ) ( )n qf f n N BMO B    

有: 

( )( )
|| || || ||S

qq q
BMO BBMO B

f C f≤ . 

(iii) ( ) ( )q q qBMO B BMO B  , 且存在常数 C  
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0qC , 使得对任一两指标 B 值鞅 ( , nf f n  
2 ) ( ) qN BMO B 有: 

( ) ( )
|| || || ||

q q qBMO B BMO B
f C f ≤ . 

由 Kwapien定理[12]及推论 2、推论 3可得下面

推论. 

推论 4  设 B 为 Banach 空间, 则以下条件等

价: 

(i)B同构于 Hilbert空间.  

(ii) 2 2 2( ) ( )SBMO B BMO B , 且存在常数 0C  , 

使得对任一两指标 B值鞅 2( , )nf f n N  有: 

2 22 2

1
( ) ( )( )

|| || || || || ||SBMO B BMO BBMO B
C f f C f ≤ ≤ . 

(iii) 2 2 2( ) ( )BMO B BMO B  , 且存在常数 C  

0 , 使得对任一两指标 B值鞅 2( , )nf f n N  有: 

2 2 2 2

1

( ) ( ) ( )
|| || || || || ||

BMO B BMO B BMO B
C f f C f 

 ≤ ≤ . 
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Mutual Embedding Relation between Two New Types of Two-parameter 
Banach Space Valued Martingale Spaces 

YE Chen, SHU Qi-ang 
( College of Science and Technology, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The Fefferman inequalities for two new types of two-parameter Banach space valued martingale 
spaces are proven. The relationship between the mutual embedding of two new types of two-parameter Banach 
space valued martingale spaces and the geometrical properties of Banach spaces are investigated. It is found that 
the geometrical properties of Banach spaces determine the embedding of martingale spaces which can in return 
characterize the geometrical properties conversely. 
Key words: two-parameter Banach space valued martingale spaces; Sharp operator; Fefferman inequalities; 
p-uniform smoothness; q-uniform convexity 
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