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一个(3+1)维非线性偏微分方程的有限对称变换群和精确解 

王美丽, 李  彪* 

（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 基于符号计算与对称群直接法研究了一个(3+1)维非线性偏微分方程 3 (2 2xz t xw w ww    
1) 2( ) 0xxx y x x y xw w w   的对称群与精确解, 获得该方程的李点对称群和非李对称群. 最后通过

广义射影Riccati展开法研究方程的精确解, 并由获得的有限对称变换群构造了相应新的一般解.  
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近几年来, 非线性偏微分方程的对称性、对称

群、对称约化、守恒律和群不变解的研究受到数学

物理学家的广泛关注[1-3]. 有许多方法可以获得给

定偏微分方程的相似约化, 例如经典李群法[4]、非

经典李群法[5]、没有使用任何群论思想的CK直接

法[6-7]以及改进的对称群直接方法[8-11]等. 值得指

出的是, 利用改进的直接方法不仅可以得到所研

究非线性系统的李点对称变换群和非李对称群, 

而且能得到的有限对称变换群的最后表达式, 比

采用经典李群方法更加简单, 从而被数学物理学

家广泛应用到实际的物理现象中. 

文献[10]的主要思想是寻找一个给定偏微分

方程的相似约化, 其形式如下:  

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , , ( , , ,n nu x x x W x x x U X X    

1 2)), ( , , , ), 1,2, ,n i i nX X X x x x i n   . (1) 

给定的偏微分方程为: 

( , , , , ; , 1,2, , ) 0
i i ji x x xF x u u u i j n   , (2) 

将(1)式代入(2)式, 要求在变换 1 2{ , , , , }nu x x x   

1 2{ , , , , }nU X X X 下, U 满足同样偏微分方程, 即: 

( , , , , ; , 1,2, , ) 0
i i ji x x xF X U U U i j n   . 

值得注意的是, 对于一些物理系统而言, 我们

只需通过寻找以下简单形式的群变换即可:  

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , ,n nu x x x x x x x x      

1 2) ( , , , )n nx U X X X  (3) 

从而对于各种非线性系统解形式的设法, 我

们一般用简单的(3)式来代替复杂的(1)式.  

用改进的对称群直接方法研究如下(3+1)维非

线性发展方程NEE (Nonlinear Evolution Equation): 
13 (2 2 ) 2( ) 0,xz t x xxx y x x y xw w ww w w w       (4) 

的对称约化, 下标代表求偏导数, w是 4 个独立变

量 , , ,x y z t的函数, 1
x
 定义为 1 ( , ) ( , )d

x

x f x t f x t x


    .  

(3+1)维非线性发展方程(4)首先在文献[12]中

被提及, 它是一个新的可积方程, 虽然此方程在物

理和科学中的应用尚不明确, 但很容易发现此方

程与著名 Kortewege-de Vries(KDV)方程有密切关

系. 因(3+1)维 NEE方程(4)中存在KDV方程的主

要形式 2 2t x xxxw ww w  , 经变换 ( , ) ( , ),w x t u x t   

/ 3, / 6 3x x t t   变为KDV : 6t x x x xu uu u      . 

作为 KDV方程的拓展, (3+1)维 NEE可以用于研

究非线性色散模型中的浅水波和短波. 通过使用

NEE的双线性形式, 构造出了它的 N 孤子解和它

的朗斯基形式[13]; 文献[14]构造了达布变换和它的

多孤子解, 文献[15]构造了(3+1)维 NEE的 Rogue

波和有理解, 而(3+1)维NEE方程(4)在对称群方面

的研究还未报道过.  

1 (3+1)维 NEE的有限对称变换群 

1.1  (3+1)维 NEE的李点对称 
为得到(3+1)维NEE方程(4)的李点对称群, 首

先假设 xw u , 从而(4)式可写成:  
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3 2 4 2 2 0.xxz xyt xy xx x xxy xxxxy xxx yu u u u u u u u u       (5) 
将(5)式记作 ( , , , , ) 0x y z t u  , 设 , , , ,    分

别是 , , , ,x y z t u的无穷小, 进而将寻找的向量场设

为如下形式:  

x y z t uV               , (6) 

式中 , 系数 , , , ,     分别是 { , , , , }x y z t u 的函数 . 

依据微分方程的一般理论, 为了获得这些函数, 需

要对向量场进行五阶导数延拓, 并要求把延拓后

的向量场在(6)式的解流形限定下消去 ,  
(5)

( , , , , ) 0( ( , , , , )) | 0x y z t upr V x y z t u    , (7) 

式中, (5)pr V 是向量场V 的五阶延拓. 利用李群理

论与符号计算系统maple , 得到函数 , , , ,    的
复杂的决定微分方程系统, 解此微分方程可得: 

1 1 3

3 4 1 2

1

/ 3 , ( 2 / 3 ) ,

, ,

( 3 / 2) / 3 3 / 2 ,t z z

c x f c c y g

c z c c t c

f g x c u f y h

 
 


     

   

     

 (8) 

式中, ( , )f f z t , ( , )h h z t 和 ( )g g z 都是 ( )C I , 

I R 上的任意实值函数, 下标表示求偏导数.  

因此, 能够通过解特征线方程: 

d / d / d / d / d /x y z t u        , (9) 

可得方程的对称约化与精确解. 由于较难通过解

特征方程得到完全对称群, 因此笔者采用改进的

对称群直接法[8-11]来研究方程的有限对称变换群.  

1.2  (3+1)维 NEE的有限对称变换群 
依据改进的对称群直接法, 设(5)式有如下解:  

( , , , )u U       , (10) 

式中 , , , , , ,      都是 { , , , }x y z t 的函数 . 其中

( , , , )U     满足与(5)式形式相同的方程, 即:  

3 2 4 2U U U U U U U            

2 0U U   . (11) 

将(10)式代入(5)式, 利用(11)式消去U , 就

可得到U 及U 的各阶导数的多项式微分方程:  

( , , , , , , , , , ) 0G x y z t U U U U U     . (12) 

因为 ( , , , )U     是(11)式的任意解, 因此可以

通过消去U 及U 的各阶导数系数. 

1/3 1
1 0 02 2/3

1

1 2 1 2

3
1 0 1 0 0

01/3 1/3
1 1 1

1/3
1

, ,

, ,

2 3 3
,

2 2

,

t z z

cc x y
c c

z c t c

c c
x y

c c cc

cc


   

   

   
 





   

   


  



 (13) 

式中, 1 2, 1 2, ,c c   是任意实数, 0 0 ( , )z t  , 0   

0 ( )z , 0 0 ( , )z t  都是 ( )C I , I R 上的任意实

值函数, 下标表示求偏导数. 然而, c有离散值: 

1, (1 3) / 2, 1c i i     . (14) 

由以上的计算可得以下解定理:  

定理 1  如果 ( , , , )U U x y z t 是(3+1)维 NEE  

(5)的 1个解, 则:  
3

1 0 1 0 0

01/3 1/3
1 1 1

2 3 3

2 2
t z z

c c
u x y

c c cc

   





     

1/3
1 ( , , , )cc U     , (15) 

也是方程(5)式的解, 其中 , , , ,c    的值由(13)式

和(14)式决定. 进一步, 如果限定群理论中的任意

函数与参数只要满足以下条件:  

1 1 2 2 1 3 2 41 , , 1 , ,c C c C C C            

0 0 0, , , 1m q k c          , 

式中, 1 2 3 4, , ,C C C C 是任意实数, ( , )m m z t , q   

( )q z , ( , )k k z t 都是 ( )C I , I R 上的任意实值

函数, 是无穷小参数, 则(15)式可写为:  

1 1 3( ) ( / 3 ) ( 2 / 3xU C x m U C y C y        

3 4 1 2) ( ) ( )y z tq U C z C U C t C U      

13 / 2 3 / 2 / 3t z zxm q x m y C u k    . (16) 

上述对称等价的向量场为:  

1 1 3( / 3 ) / ( 2 / 3V C x m x C y C y         

3 4 1) / ( ) / (q y C z C z C t         

2 ) / ( 3 / 2t zC t k xm q x       

13 / 2 / 3) /zm y C u U   . (17) 

这与用标准李群方法得到的结果一致.  

2 (3+1)维 NEE的精确解 

由于高维非线性偏微分方程的求解较为困难, 

笔者利用广义射影 Riccati方法研究(3+1)维 NEE

方程(5)的精确解. 通过平衡 NEE方程(5)的最高阶

导数项与最高阶非线性项, 则(5)式有如下形式的

解:  

0 1 1( ) ( )u a a b      , (18) 

x ky lz mt     , (19) 

式中 , , ,k l m 是待定系数 , ( )  和 ( )  满足

Riccati方程:  

( ) ( ) ( ), 1, ( ) R               
2 ( ) ( ), 0R     , (20) 

式中, ,R  是常数, 并且 ( )  和 ( )  同时满足:  
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2 2 2( ) ( 2 ( ) ( 1) ( ) / ).R R             (21) 

由于Riccati方程(20)有如下形式解:  

当 1   时,  

1 1

tanh( ) sech( )
( ) , ( ) ,

1 sech( ) 1 sech( )

R R R R

R R

    
   

 
 

 (22) 

2 2

coth( ) csch( )
( ) , ( ) .

1 csch( ) 1 csch( )

R R R R

R R

    
   

 
 

 (23) 

当 1  时,  

3 3

tan( ) sec( )
( ) , ( ) ,

1 sec( ) 1 sec( )

R R R R

R R

    
   

 
 

 (24) 

4 4

cot( ) csc( )
( ) , ( ) ,

1 csc( ) 1 csc( )

R R R R

R R

    
   

 
 

 (25) 

利用符号计算系统maple , 将(18)~(21)式代入

(5)式, 然后通过收集所得系统的分子关于{ ( ),   

( )}  多项式的系数, 就能得到关于 0 1 1, , , , ,a a b k l  

,m 的超定代数方程组. 因此, 通过解该超定代数

方程组, 得到以下几组解:  

当 1   时, 

情况 1: 

0 0 1 1

3
, 0, 3,

2( 2 )

l
a a a b k

m R
     


. (26) 

情况 2: 
2

0 0 1 1

1 3 3
, 3 , , .

4 2 2

l
a a a b k

R m R

 
     


 (27) 

当 1  时, 

情况 3: 

0 0 1 1

3
, 0, 3,

2( 2 )

l
a a a b k

m R
    


. (28) 

情况 4: 
2

0 0 1 1

1 3 3
, 3 , ,

4 2 2

l
a a a b k

R m R


    


. (29) 

由(18)~(27)式, 可得(5)式的解如下:  

当 1   时, 

情况 1: 

11 123 tanh( ), 3 coth( ),u R R u R R      (30) 

这里, 取 0 0a  , 
3

2( 2 )

l
x y lz mt

m R
    


. 

情况 2: 
2

21

1 sech( )
3

4 1 sech( )

R R
u

R R

 
 


  


 

3 tanh( )
,

2 1 sech( )

R R

R


 

 (31) 

2

22

1 csch( )
3

4 1 csch( )

R R
u

R R

 
 


  


 

3 coth( )
,

2 1 csch( )

R R

R


 

 (32) 

这里, 取 0 0a  , 3 / (2 )x ly m R lz mt      . 

当 1  时, 

情况 3: 

31 323 tan( ), 3 cot( )u R R u R R    , (33) 

这里, 取 0 0a  , 
3

2( 2 )

l
x y lz mt

m R
    


. 

情况 4: 
2

41

1 sec( )
3

4 1 sec( )

R R
u

R R

 
 


  


 

3 tan( )

2 1 sec( )

R R

R


 

. 

2

42

1 csc( )
3

4 1 csc( )

R R
u

R R

 
 


  


 

3 cot( )

2 1 csc( )

R R

R


 

 (34) 

这里, 取 0 0a  , 3 / (2 )x ly m R lz mt      .  

以上得到的精确解, 可通过使用定理 1构造出

相应的新解. 为简便起见, 笔者仅构造 2 种类型的

孤子解:  
3

1 0 1 0 0 1/3
1 0 1 111/3 1/3

1 1 1

2 3 3
,

2 2
t z z

c c
U x y cc u

c c cc

   





     (35) 

3
1 0 1 0 0 1/3

2 0 1 121/3 1/3
1 1 1

2 3 3
,

2 2
t z z

c c
U x y cc u

c c cc

   





     (36) 

式中, 1 2, 1 2, ,c c   是任意实数, 0 0 ( , )z t  , 0   

0 ( )z , 0 0 ( , )z t  都是 ( )C I , I R 上的任意实

值函数, 下标表示求偏导数, c 有离散值: 1,c   

(1 3) / 2, 1i i    , 11u 和 12u 由(30)式决定, 且 

1/3 1
1 0 02 2/3

1

3
( )

2( 2 )

l
cc x y

m R c c


      


 

1 2 1 2( ) ( )l z m c t c    . 

3 结语 

通过对称群理论和符号计算, 我们获得了(3+1)

维 NEE方程的有限对称变换群; 并通过限定任意
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函数与常量, 李点对称群得以构造出来; 通过验证, 

结果与用标准李群方法得到的结果一致; 最后用

广义射影 Riccati展开法研究了方程的精确解, 并

由获得的有限对称变换群构造了相应的新的一般

解, 体现出两者之间的紧密联系.  
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Finite Symmetry Transformation Groups and Some Exact Solutions of a 
(3+1)-dimensional Nonlinear Evolution Equation 

WANG Mei-li, LI Biao* 

( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Based on symbolic computation and the symmetry group direct method, we investigate symmetry 
groups and exact solution of a (3+1)-dimensional nonlinear evolution equation 3 (2 2 )xz t x xxx yw w ww w     

12( ) 0x x y xw w  , both the Lie point symmetry groups and the non-Lie symmetry groups are obtained. Finally, 
using a generalized sub-equation expansion method, some exact solutions of the (3+1)-dimensional nonlinear 
evolution equation are derived, and the corresponding new solutions can be constructed through the finite 
symmetry transformation groups obtained. 
Key words: symmetry groups; exact solutions; symbolic computation; (3+1)-dimensional NEE equation; the 
projective Riccati expansion method  
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