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g-轮换矩阵的逆阵和广义逆阵的快速算法 
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摘要: 利用多项式最大公因式的初等变换求法, 给出了n阶非奇异g-轮换矩阵逆阵的一种快速算
法, 同时对该算法作适当改进, 得到了 n阶奇异 g-轮换矩阵广义{1,2}逆的一种求法, 并结合数值
例子给出了该算法的应用. 
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1 引言和概念 

循环矩阵在矩阵计算中有着重要的应用. 随
着应用和研究的不断深入, 循环矩阵得以不断地
拓广, 诸如 r-循环矩阵、g-循环矩阵、对角因子循
环矩阵、分块循环矩阵等, 并且它们广泛应用于数
学、物理和计算机科学中, 比如在信号和数字图像
处理、编码理论、动力系统等许多实际问题中, 经
常遇到以此类矩阵为系数矩阵的方程组的求解问

题, 为了求解这些循环线性系统, 如何求得它们的
逆阵和广义逆阵就成了一个重要的研究课题. g-轮
换矩阵是循环矩阵的一种推广, 已有较多研究成
果[1-7]. 文献[2]研究了 g-轮换矩阵的结构特征、可
逆条件以及逆阵的快速富里叶算法; 文献[6]得出了
n阶非奇异 g-轮换矩阵的谱分解, 同时研究了 n阶奇
异 g-轮换矩阵的 Jordan 块结构; 文献[7]研究了它的
特征值和对角化问题. 笔者将利用多项式矩阵的
初等变换方法, 得到 g-轮换矩阵逆阵和广义逆阵
的另一种快速算法, 该算法无需计算大量的三角
函数, 只用到首行元素进行计算, 可用计算机实现. 
以下设 n nC × 为复数域 C 上所有 n 阶方阵组成

的集合. 
定义 1[1]  设矩阵 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ , 如果其元素
满足: 

,       ,
   , 0,1, , 1,

, ,
j i

ij
n j i

a j i
a i j n

a j i
−

+ −

⎧⎪= = −⎨ <⎪⎩

≥
 

那么称A为n阶循环矩阵, 记为 0 1 1( , , , ),nA C a a a −=  

0 1 1, , , na a a − 为其首行元素. 
定义 2[2]  设矩阵 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ , 若元素满足: 
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其中: g为非负整数, j-g转化为模n的最小非负剩余, 
则称A为 n阶 g-轮换矩阵, 记 0 1 1( , , , )g

nA C a a a −= . 
特别, 当 1g = 时为通常的循环矩阵. 从上述

定义可知, g-轮换矩阵是循环矩阵的推广. 它是这
样形成的矩阵: 首行元素为 0 1 1, , , na a a − , 从第二
行起, 每一行元素都是由前一行元素经过从左至
右循环地移动 g个元素. 
例如  当 5,n =  3,g =  g-轮换矩阵 A 具有如

下的形式: 
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2 几个引理 
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为 n 阶基本循环矩阵, 显然, 有 0 , n
n nI Iπ π= = , 

其中 nI 为 n 阶单位矩阵. 
令 ( ) 1ng x x= − , 则 ( ) 0g π = , 即 ( )g x 是 π 的

最小零化多项式.  
设 exp(2 / )i nω π= 是 n 次本原单位根 , 则

, 0,1, , 1i
i i nω ω= = − 是 1 0nx − = 的 n个不同的根, 
即 

0 1 1( ) 1 ( )( ) ( )n
ng x x x x xω ω ω −= − = − − − . 

引理 1[1]  (1) 0 1 1( , , , )nA C a a a −= 为 n阶循环
矩阵当且仅当 

1
0 1 1( ) ,n

nA f a I a aπ π π −
−= = + + +  

其中: 1
0 1 1( ) n

nf x a a x a x −
−= + + + 称为循环矩阵 A 

的伴随多项式. 
(2) 0 1 1( , , , )nA C a a a −= 为 n 阶循环矩阵当且

仅当 
1

0 1 1diag( ( ), ( ), , ( )),nF AF f f fω ω ω−
−=  

其中: ( 1)( 1)1 / ( )i j
n nF n ω − −
×= 是 Fourier矩阵. 

从 g-轮换矩阵的结构特征易得: 
引理2  设 (1,0, ,0)gA C= 为n阶g-轮换矩阵, 

则 A非奇异当且仅当 ( , ) 1,n g =  且 
1 T(1,0, ,0) (1,0, ,0) .g gC C− =  

引理 3[2]  设 0 1 1( , , , )g
nA C a a a −= 为 n阶 g-轮

换矩阵, 则 

0 1 1( , , , )g
nA C a a a −= =

0 1 1(1,0, ,0) ( , , , )g
nC C a a a −× . 

引理 4  n阶 g-轮换矩阵 0 1 1( , , , )g
nA C a a a −=

非奇异的充分必要条件是 ( , ) 1,  n g = 且 0 1( , , ,C a a  

1)na − 非奇异, 此时 
1

0 1 1( , , , )g
nC a a a −
− =  

1 T
0 1 1( , , , ) (1,0, ,0) .g

nC a a a C−
− ×  

引理 5[4]  设 [ ]C x 是复数域 C上的一元多项式
环 , CM 为 C 上全体循环矩阵构成的集合 , 则
CM ≅ [ ] / 1 .nC x x< − >  
引理 6  0 1 1( , , , )nA C a a a −= 为 n 阶非奇异循

环矩阵当且仅当 ( ( ), ( )) 1f x g x = , 其中 : ( )f x =  
1

1 1
n

na x a x −
−+ + , ( ) 1ng x x= − . 

证明  充分性由引理 1易得. 
下证必要性 

由引理 5 可知 , A 可逆当且仅当 ( )f x + <  
1 [ ] / 1n nx C x x− > ∈ < − > 是可逆元素 , 即存在

( ) 1 [ ] / 1n nu x x C x x+ < − >∈ < − > , 使得 

1 1 ( ( ) 1 )( ( )
1 ) ( ) ( ) 1 ,

n n

n n

x f x x u x
x f x u x x

+ < − >= + < − > +

< − > = + < − >
  

即 ( ) ( ) 1 1nf x u x x− ∈< − > , 即存在 ( ) [ ]h x C x∈ , 使
得 ( ) ( ) 1 ( )( 1).nf x u x h x x− = −  

即 ( ) ( ) ( )( 1) 1nf x u x v x x+ − = , 这里 ( ) ( )h x v x=− , 
所以 ( ( ), ( )) 1f x g x = . 
引理 7[5]  设多项式矩阵

( ) 1 0
( ) 0 1

f x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等

行变换化为
( ) ( ) ( )
0 ( ) ( )

d x u x v x
s x t x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则 

( ( ), ( )) ( ),f x g x d x=
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).u x f x v x g x d x+ =  

3 g-轮换矩阵逆阵和广义逆阵的快速算法 

定理 1  设 0 1 1( , , , )g
nA C a a a −= 为 n阶非奇异

g-轮换矩阵 , ( ) 1ng x x= − , 0 1( )f x a a x= + + +  

1
1

n
na x −
− , 若多项式矩阵

( ) 1 0
( ) 0 1

f x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等行变

换化为
1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

u x v x
s x t x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则 

1
0 1 1( , , , )g

nC a a a −
−

T( ) (1,0, ,0)gu Cπ= × . 

证明  由引理 3知 

0 1 1(1,0, ,0) ( , , , )g
nA C C a a a −= × ,  

则 A非奇异当且仅当 0 1 1(1,0, ,0), ( , , , )g
nC C a a a −

都非奇异, 再由引理 6得 ( ( ), ( )) 1,f x g x =  由引理 7 

知多项式矩阵
( ) 1 0
( ) 0 1

f x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

可以经初等行变换化

为
1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

u x v x
s x t x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 所以有: 

( ) ( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) 0

u x v x f x
s x t x g x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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, 即 

( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x+ = . 

令 x π= , 得 ( ) ( ) ( ) ( )u f v g Iπ π π π+ = , 由引理
1 及 ( ) 0g π = 可得 0 1 1( ) ( , , , )nu C a a a Iπ − = , 所以

1
0 1 1( , , , ) ( )nC a a a u π−

− = , 即 
1 1

0 1 1[ (1,0, ,0) ( , , , )]g
nA C C a a a− −
−= × =  

1 1
0 1 1( , , , ) (1,0, ,0)g

nC a a a C− −
− × =   

T( ) (1,0, ,0) .gu Cπ ×  

推论 1  设 0 1 1( , , , )g
nA C a a a −= 为 n阶非奇异

g-轮换矩阵,  
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1
0 1 1 0 1 1( , , , ) ( , , , )n nC a a a C b b b−

− −= ,  
则 

1
0 1 1( , , , )g

nC a a a −
−

T
0 1 1( , , , ) .g

nC b b b−=  
证明  因为 

T
0 1 1 0 1 1( , , , ) ( , , , )n nC a a a C a a a− −= ,  

所以 
1

0 1 1( , , , )g
nC a a a −
− =  

1 1
0 1 1( , , , ) (1,0, ,0)g

nC a a a C− −
− × =  

T
0 1 1( , , , ) (1,0, ,0)g

nC b b b C− × =  
T T

0 1 1( , , , ) (1,0, ,0)g
nC b b b C− × = 

T
0 1 1[ (1,0, ,0) ( , , , )]g

nC C b b b−× =  
T

0 1 1( , , , ) .g
nC b b b−  

定理 2  设 0 1 1( , , , )g
nA C a a a −= 为 n阶奇异 g-

轮换矩阵, ( , ) 1,  n g = ( ), ( )f x g x 同定理 1, ( ( ),f x  
( )) ( )g x d x= , 1( ) ( ) / ( )g x g x d x= , 若多项式矩阵 

1

( ) ( ) 1 0
( ) 0 1

f x d x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等行变换化为 

1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

u x v x
s x t x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则 

(1,2) T( ) ( ) (1,0, ,0) .gA d u Cπ π= ×  

证明  由已知 ( , ) 1,  n g = 可得 (1,0, ,0)gC 是

非奇异阵, 所以A奇异当且仅当 0 1 1( , , , )nC a a a − 奇

异, 由引理 6知 ( ( ), ( )) ( ) 1f x g x d x= ≠ . 
由引理 1(2)得 A 的特征值为 0 1( ), ( ), ,f fω ω  

1( )nf ω − , 若 A奇异, 且假设 A有 m(m<n)个非零特
征 值 , 不 失 一 般 性 ( ) 0, 0, 1, , 1,if i mω ≠ = −  

( ) 0, , 1, , 1if i m m nω = = + − , 记 
1

1 2 1
0

( ) ( ) ( ),   ( ) ( ),
m

i
i

g x g x g x g x x ω
−

=

= = −  

1

2 ( ) ( ),
n

i
i m

g x x ω
−

=

= −  则 

1 2( ) ( ) ( )f x f x g x= , 且容易得到 1 1( ( ), ( )) 1,f x g x =  

1( ( ), ( )) 1,f x g x =  1 2( ( ), ( )) 1g x g x = , 2( ) ( )d x g x= , 

2( ( ), ( )) ( ) ( ),f x g x d x g x= =  从而 

2 1( ( ) ( ), ( )) 1.f x g x g x =  

若多项式矩阵
1

( ) ( ) 1 0
( ) 0 1

f x d x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等行变

换化为
1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

u x v x
s x t x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则由引理 7知 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x d x u x g x v x+ = , (1) 

(1)式两边右乘 ( )f x , 得 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x d x u x f x g x v x f x f x+ = , (2) 
令 ,x π=  得 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f d u f g v f fπ π π π π π π π+ =  
由 ( ) 0g π = , 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),f d u f fπ π π π π=  (3) 
(3)式两边左乘 (1,0, ,0)gC 得 

(1,0, ,0) ( ) ( ) ( ) ( )
(1,0, ,0) ( ).

g

g

C f d u f
C f

π π π π

π

=  

由引理 1及引理 3得 
1( ) ( ) (1,0, ,0) ,gAd u C A Aπ π − =  (4) 

(1)式两边再左乘 d(x)u(x), 并令 ,x π=  得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),d u f d u d uπ π π π π π π=  (5) 

(5)式两边右乘 1(1,0, ,0)gC − 得 
1

1

( ) ( ) (1,0, ,0) ( ) ( )
(1,0, ,0)

g

g

d u C Ad u
C

π π π π−

−

⋅

=
 

1( ) ( ) (1,0, ,0) ,gd u Cπ π −  (6) 
由(4)式和(6)式得 

(1,2) 1( ) ( ) (1,0, ,0)gA d u Cπ π −= ,  
即 

(1,2) T( ) ( ) (1,0, ,0) .gA d u Cπ π= ×  
由定理 1 和定理 2 可得 , g-轮换矩阵 A =  

0 1 1( , , , )g
nC a a a − 的逆阵和自反逆阵的一种快速算

法, 具体步骤为: 
Step1  由已知的 g-轮换矩阵 0( ,gA C a=  

1 1, , )na a − , ( , ) 1,  n g = 写出 
1

0 1 1( ) n
nf x a a x a x −
−= + + + , ( ) 1ng x x= − . 

Step2  对多项式矩阵
( ) 1
( ) 0

f x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等行变

换化为
( ) ( )
0 ( )

d x u x
s x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Setp3  若 ( ) 1d x = , 则 A可逆, 计算 1 ( )A u π− = ⋅  
T(1,0, ,0) .gC  

Step4  若 ( ) 1d x ≠ , 则 A不可逆, 计算 1( )g x =  
( ) / ( ).g x d x   

Step5  对多项式矩阵
1

( ) ( ) 1
( ) 0

f x d x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等

行变换化为
1 ( )
0 ( )

u x
s x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Step6  算出  (1,2) T( ) ( ) (1,0, ,0) .gA d u Cπ π=  
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4 例子 

例 1  设 3

3 2 1 1
2 1 1 3

(3,2,1,1)
1 1 3 2
1 3 2 1

A C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 判断

A是否可逆？若可逆, 求其逆阵. 

解   4, 3,n g= =  则 2 3( ) 3 2 ,f x x x x= + + +  
4( ) 1g x x= − , 对多项式矩阵 

3 2

4

( ) 1 2 3 1
( ) 0 1 0

f x x x x
g x x

⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

作初等行变

换 
3 2

(2) (1)
4

2 3 1
1 0

xx x x
x

−⎛ ⎞+ + +
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟

−⎝ ⎠
 

3 2
(1) 1(2)

3 2

2 3 1
2 3 1

x x x
x x x x

+⎛ ⎞+ + +
⎯⎯⎯→⎜ ⎟

− − − − −⎝ ⎠
 

2
(2) (1)

3 2

2 1
2 3 1

xx x x
x x x x

−⎛ ⎞− − + −
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟

− − − − −⎝ ⎠
 

2
(1) 1(2)

2 2

2 1
5 1 2

x x x
x x x x

−⎛ ⎞− − + −
⎯⎯⎯→⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠
 

1
4(2) (1)2

(2) 4
2 2

4 3 1
5 1 2

xx x x
x x x x

+
⋅⎛ ⎞+ − + +

⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟
− − − −⎝ ⎠

 

42 (1) (2)
17

3 2

4 3 1
17 4 5 7

x x x
x x x x

+⎛ ⎞+ − + +
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟

− + − + −⎝ ⎠
3 2 17(1)

35

3 2

35 4 3 11 1
17 17 17 17

17 4 5 7

x x x

x x x x

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎯⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠

3 2

3 2

4 3 11 171
35 35 35 35

17 4 5 7

x x x

x x x x

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠

. 

由 ( ) 1d x = 得 A可逆, 且 

3 21( ) (4 3 11 17),
35

u x x x x= − − + −  

所以 
1 3 T( ) (1,0,0,0)A u Cπ− = × = 

17 11 3 4
4 17 11 31
3 4 17 1135

11 3 4 17

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟− ⋅
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

  

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

17 4 3 11
4 3 11 171
3 11 17 435

11 17 4 3

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

. 

例 2  判断 3

3 3 2 2
3 2 2 3

(3,3,2,2)
2 2 3 3
2 3 3 2

A C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的

奇异性, 若非奇异, 求其逆阵. 若奇异, 求 (1,2)A . 

解  Step1  4, 3,n g= =  则 
2 3 4( ) 3 3 2 2 , ( ) 1.f x x x x g x x= + + + = −  

Step2  对多项式矩阵
( ) 1
( ) 0

f x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等行变

换化为
( ) ( )

.
0 ( )

d x u x
s x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 2

4

( ) 1 2 2 3 3 1
( ) 0 1 0

f x x x x
g x x

⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞
= → →⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

3

3 2

1 1 11
5 2 2 .

5 50
2 2

x x x

x x x

⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Step3  ( ) 1 1,d x x= + ≠  得 A 是奇异阵, 令
3 2

1( ) 1.g x x x x= − + −  

Step4  对多项式矩阵
1

( ) ( ) 1
( ) 0

f x d x
g x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

经初等

行变换化为
1 ( )

.
0 ( )

u x
s x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1

( ) ( ) 1
( ) 0

f x d x
g x

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4 3 2

3 2

2 4 5 6 3 1
1 0

x x x x
x x x

⎛ ⎞+ + + +
→ →⎜ ⎟

− + −⎝ ⎠
2

3 2

11 (11 20 11 )
,40

0 1

x x

x x x

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎝ ⎠

 

得 
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21( ) (11 20 11 ),
40

u x x x= − +  

2 31( ) ( ) (11 9 9 11 ).
40

d x u x x x x= − − +  

Step6  计算 
(1,2) T( ) ( ) (1,0, ,0)gA d u Cπ π= × =  

3 T11 9 9 11( , , , ) (1,0,0,0)
40 40 40 40

C C− − =  

11 11 9 9
11 9 9 111 .

9 9 11 1140
9 11 11 9

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
− −⎝ ⎠
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An Algorithm for Fast Seeking Inverse and Generalized Inverse  
of g-Circulant Matrices 

ZHANG Rong-e 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Using the elementary row operations of matrix in polynomial ring, an algorithm is presented for fast 
calculating the inverse and generalized inverse of a g-circulant matrix with some numerical paradigms given. 
Key words: circulant matrix; g-circulant matrix; nonsingular matrix; elementary row operations; algorithm 
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