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基于变分法的经济演化路径的最优化分析 

康梅娟, 张  锡 
（宁波大学 商学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 为研究在新常态下经济的可持续发展模式, 文中引入希克斯中性技术进步生产函数以模

拟最优的可持续增长路径; 并基于固定端点利用变分法研究使整个社会效用最大化的技术进步、

资本、劳动的最优运动路径, 得出分别为时间的三次、二次、一次函数. 实证过程中, 利用误差

修正模型拟合发现, 我国 20世纪 90年代后经济发展轨迹与得出的最优路径极为相似, 社会总产

出与技术、资本、劳动存在协整关系, 误差修正项系数显著非零, 符号为负; 同时也表明技术进

步对经济可持续增长作用显著, 鼓励和支持技术创新才是维持经济平稳快速发展的关键.  
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过去多年来, 我国经济总量曾长期以两位数

的增长速度不断增长, 但近几年的增长速度却在

逐步放缓, 2015年第三季度GDP增长速度跌破 7%

便是例证[1-3]. 由于劳动、资本、技术三大生产要素

对经济增长有着显著影响, 而目前的情况是劳动

要素和资本在短时间内基本保持不变, 唯有技术

突破才能对经济的可持续增长起到重要作用. 因

此, 应该调整宏观经济, 优化产业布局, 保持经济

稳定发展, 并在此基础上最优化各种生产要素投

入, 以寻求在经济发展速度放缓的大环境下经济

的最优发展路径[4-5].  

1 基于变分法的社会效用最大化模型研究 

在本文的模型框架内, 经济增长源自人口增

长、资本增长和技术进步. 中国的实际情况是由于

前期的计划生育政策造成近年来人口增长率较低, 

尽管国家在资源方面持续拓宽外贸渠道以维持经

济的高速增长, 但资源稀缺性仍然是我国经济健

康持续稳步发展的一大瓶颈. 所以要使得经济在

最大程度上不断增长, 只有最优化利用社会上一

切可获得的资源, 不断进行资本积累, 增加劳动力, 

发展科学技术. 在经济增长的三要素对社会总产

出增长和促进经济转型升级的作用中, 技术进步

因素至关重要.  

假设在有限个生产者中, 生产者完全同质, 且

利润最大化是生产者的唯一目的, 从而可找出一

个代表性厂商代表整个社会的总产出. 如果一个

经济社会在任何时候的社会福利都源自于消费产

生的效用, 则社会管理者的目标是在有限资源的

情况下, 不断调整生产中投入的生产要素, 使消费

对社会个体的效用最大化. 文中利用动态最优化

方法来推导技术、资本、劳动力对产出增加从而影

响消费效用的关键路径, 模型推理部分主要参考

了文献[3-7]的相关研究.  

1.1  符号意义及变分模型 
一个经济体的福利来自于消费效用, 而消费

量是总产出中未储蓄(投资)的量. 则假设生产函数

关系 ( , , )Q Q A K L , 除去投资, 消费 C为: 

( , , ) ( , , ) 'C Q A K L I Q A K L K    , (1) 

其中, Q为社会总产出; A为技术变量; K和 L分别

为资本和劳动要素; 'I K 表示净投资. 则整个社

会的效用函数 U 可表示为 ( ) ( ( , , )U C U Q A K L   

)'K , 因此在时期[0,T]上的效用总和最大, 可得: 

0
( ) [ ( , , , , , , ) ]d ,

T ' ' ' 'W U Q t A L K A L K K t    
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( ), ( ), ( ),T A t L t K t   

( ), ( ), ( ) ([0, ]; )nA t L t K t C T Ω , (2) 

需注意的是(2)式是泛函积分. 由于 C 是 (0, )t 内所

有具有 n阶连续导数函数组成的函数空间, 因此此

时所要处理的则是一个泛函变分问题. ( ), ( ),A t L t  

( )K t 运动的左右端点分别为: 
(0) 0, ( ) ,

(0) 0, ( ) ,

(0) 0, ( ) .

T

T

T

A A T A

K K T K

L L T L

 
  
  

 (3) 

于是在左右端点确定的情况下, 问题变为:  

0
( ) [ ( , , , , , , ) ]d ,

max
( ( ), ( ), ( )), (4)

T ' ' ' '

T

W U Q t A L K A L K K t

A t L t K t





 


  

而这是依赖于多个一元函数泛函的变分问题, 使 
1

0
1 2 3 1 2 3[ ( ), ( ), ( )] ( , , , ,

x

x
J y x y x y x F x y y y   

1 2 3, , )d' ' 'y y y x . (5) 

取得极值且满足如下固定边界条件: 

1 0 10 1 1 11

2 0 20 2 0 21

3 0 30 3 0 31

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

y x y y x y

y x y y x y

y x y y x y

 
  
  

 

则所求曲线必满足如下欧拉-拉格朗日方程组: 

1 1

2 2

3 3

( ) d
( ) 0,

d

( ) d
( ) 0,

d

( ) d
( ) 0.

d

'

'

'

F F

y x y

F F

y x y

F F

y x y

 
   

   
 

 
 

 







 (6) 

理论上, 由微分方程组和端点条件便可得到

1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x 的表达式. 用欧拉方程求解泛函

极值问题的方法称为泛函间接方法, 该方法一般

适用于泛函对应的微分方程, 易于求出解析解的

情况. 然而, 由于本文采用变分法建立的模型所得

目标泛函经常出现欧拉方程(方程组)解析解不存

在或者很难求出解析解的情况, 因此需采用泛函

直接方法. 此时, (5)式可表示为:  

d
( ) 0,

d
d

( 1) 0,
d
d

( ) 0.
d

' '
'

' '
'

' '
'

Q Q
U U

A t A
Q Q

U U
K t K
Q Q

U U
L t L

     
    
 

  
   

 (7) 

1.2  定量研究分析 
由于所用效用函数和生产函数都是抽象的 , 

而要求 ( ), ( ), ( )A t L t K t 需采用具体形式, 因此必须

对U和Q具体化. 为简化研究, 假设经济体的物质

消费越多, 其效用越大, 此时效用便是消费的增函

数, 则设线性函数如下:  

0 0 0 0( ) ,0 1, 0U c a c b a b     , (8) 

即当消费为零时, 效用为负数. 将时期 [0, ]T 分为

短期和长期两种情况研究, 并假设在短期内只有

劳动力 L 为可变生产要素, A和 K均为不变生产

要素, 且投资 I 为零, 而长期内的所有生产要素均

可变.  

1.2.1 短期情况 

在短期情况下, 假定可变生产要素只有劳动

力 , 并假设生产函数关系为 2
1 2 3

'Q L L     , 

其中, 1 2 3, ,   为已知常数, 即劳动力投入量和劳

动力投入变化率直接影响总产出, 则目标泛函为:  

2
0 1 2 3 00

[ ( ) ]d
T 'a L L b t     , (9) 

此时的欧拉-拉格朗日方程为: 
2 2

0 2 0 32 d / d 0a a L t   . 

解此二阶常微分方程可得:  
2

2 3 0 1/ (4 )L t c t c    , 

再由临界条件 (0) 0, ( ) TL L T L  可求得 0 1,c c : 

1

2
0 3 2 3

0
( )

(4 ) / (4 )T

c
L t

c L T T  

  
 

 

2 2
2 3 3 2 3/ (4 ) (4 ) / (4 )Tt L T t T      . (10) 

从(8)式可见, 文中考虑的都是从 0到 T整个期

间内的效用总和, 但如果目标变为从 0到 T整个期

间内的效用贴现总和, 则 A, K, L随时间 t变化的最

优路径为: 
2

0 1 2 3 00
[ ( ) ]e d

T ' ta L L b t      , (11) 

式中,  为既定贴现率. 此时的欧拉-拉格朗日方

程为:  
2

3 2 3 22 d / d 2 d / d 0L t L t        

由临界条件 (0) 0, ( ) TL L T L  可解此二阶常

微分方程为: 

2 3 2

3 3

/ 2
( ) e

(e 1) 2
tT

T

T L
L t t



  
   


  


 

2 3

3

/ 2

(e 1)
T

T

T L


 
 




. (12) 
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对比(10)式和(11)式子可见, 在2种不同的优化

目的下, 劳动随时间的动态变化路径截然不同.  

1.2.2 长期情况 

在长期情况中, 劳动力、资本、技术都可随时

间运动变化, 并影响总产出. 假设此时的生产函数

为:  
2 2 2

1 2 1 2 1
' ' 'Q a L a L b A b A c K       

2c K dAK , (13) 

目标泛函为:  

 2 2 2
1 2 1 2 1 200

[(
T ' ' 'a a L a L b A b A c K c K       

0) ] d'dAK K b t  . 

左右端点情况参见(3)式, 此时欧拉-拉格朗日方程

组为:  
2

2
2

1 1

d
,

d 2 2

cK d
A

t c c
   (14a) 

2
2

2
1 1

d
,

d 2 2

bA d
K

t b b
   (14b) 

2
2

2
1

d
.

d 2

aL

t a
  (14c) 

求解该微分方程(14c)式, 可得: 
2

22 1 2

1 1

4
( )

4 4
Ta L a a T

L t t t
a a T


  . 

将(14b)式微分方程左右两端求二次导数代入

(14a)式, 并结合固定边界条件可得(文中所有符号

运算均用MATLAB软件计算):  
#4 #4 #4

20 2 19 2( ) e / e e (t t i t i
TA t c c d c c dA        

#4 #4 #4
2 19 20e e #3 #2) / #1T T Tc e c d c d      

#4 #4
2 2e ( e #3 #2t T i

Tc dA c      
#4 #4

19 20e e ) / #1T i T ic d c d , 
#4 #4 #4

19#1 (e e ),#2 e ,T T i T id C d     
#4 2 24

20 1 1#3 e ,#4 / (4 ), 1TC d d b c i    . 

同理 , 将(14a)式的求二次导数代入(14b)式 , 

并结合固定边界条件可得到: 
#4 #4 #4

34 2 33 2( ) e / e e (t t i t iK t c b d c b       
#4 #4 #4

2 33 34e e e #3T T T
TdK b c d c d      

#4 #4
2 2#2) / #1 ( e #3t T i

Te b dK b      
#4 #4

33 34#2 e e ) / #1T i T ic d c d  , 
#4 #4 #4

33#1 (e e ),#2 e ,T T i T id C d     
# 4 2 24

34 1 1#3 e ,#4 / (4 ), 1TC d d b c i    . 

尽管欧拉方程求得的解析解在数学上很完美, 

但由于虚数的存在使得解的经济意义很模糊, 为

便于政策分析, 有必要用泛函直接方法求出数值

解. 笔者在此采用里茨法[11], 该方法涉及函数空间

概念, 即所要求的极值曲线必在此函数空间中, 则

极值曲线可用该空间的基函数(坐标)来表示. 里茨

法基本思想是选定线性无关的函数序列的线性组

合去逼近变分问题的极值曲线. 设 n 个函数 1( ),x  

2 ( ), , ( )nx x  线性无关, 且满足线性泛函: 

[ ] ( , ) 2( , )J y Ty y f y  , (15) 

式中 , T 为线性微分算子的边界条件 . 设 ( )k x  

( 1,2, , )k n  的线性组合为: 

1

( )
n

n k k
k

y x 


 , (16) 

式中, βk为待定常数, ( )( 1,2, , )k x k n   是取自完

备函数系的一组线性无关函数(基函数或坐标函

数), 将(16)式代入(15)式, 由于T的线性关系, 则 

, 1 1

[ ] ( , ) 2 ( , )
n n

n i j i j i i
i j i

J y T f     
 

   , (17) 

此时 , 泛函 [ ]nJ y 是自变量 ( 1,2, , )i i n   和 j  

( 1,2, , )j n  的函数, 令 [ ]nJ y 取得极值, 则 

1 2

0, 0, , 0
n

J J J

  
  

  
  

 , (18) 

从而可确定 1 2, , , n   , 并得到变分问题近似解: 

1

( )
n

n k k
k

y x 


 , 

该解称为(15)式的第 n次近似解.  

对于泛函而言,  

 2 2 2
1 2 1 2 100

[(
T ' ' 'a a L a L b A b A c K      

2 0) ] d'c K dAK K b t   , (19) 

在左右端点固定情况下, 取 ( ), ( ), ( )A t K t L t 坐标函

数 ( ), ( ), ( )t t t   分别为:  
3 3

1

2 2
2

3

( ) ( / ) ,

( ) ( / ) ,

( ) ( / ) ,

T

T

T

t t A T T t

t t K T T t

t L T t






  

  


 

则:  
3 3

1 1 1( ) ( ) [ (( ) / ) ],TA t l t l t A T T t     
2 2

2 2 2( ) ( ) [ (( ) / ) ],TK t l t l t K T T t     

3 3 3( ) ( ) ( / ) .TL t l t l L T t   (20) 

以及,  
2 3

1[3 ( ) / ],'
TA l t A T T    

2
2[2 ( ) / ],'

TK l t K T T    
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3 ( / ).'
TL l L T  (21) 

将(20)式和(21)式代入(18)式, 并利用(18)式计

算可得: 
2

1 110 /l T   , 

式中, 
2 5 2 4 2 3

1 2 2 124 48 180T T Tc dK T dK T b c K T       
2 2 2 2

2 2 160 120 360T T T T T TA c dK T TA dK A b c K    
7 6 4

2 217 18 35T T T Tdc K T dK T c A dK T    
3 9 7

2 2 130 3 60T TA dK T c dT b c T    
6 4

2 2 15 120T TA c dT b c A T , 
2 2 4 2 2 2

1 1 1( 400 14 400 200T T T TA K T d b c A K       
2 6 2 2 8 2 2 4

1 125 4 800T T T TA K T d A T d b c A T    
2 7 2 9 2320 200 30T T T TA K T d A K T d    

2 11 2 2 10 2 6
1 164 11520T T Td A T d K T b c K T    

12 2 14 2 10
1 148 9 3 840TK T d T d b c T  . 

2 2 215 /l T  , 

式中, 
2 6 9

2 1 1 1 2 2480 384 64 3T T Tb A K K b T b c T b       
11 8 7

2 1 2 211 192 8T TdT db T A b c K T db     
9 2 3 2 5 2

1 2 280 10 240T T T TK T b c A T A b dT A     
2 6 2 3

1 2 2 236 40T T T T T Tb c TK A b dA K T b dA K T  , 
2 2 4 2 2 2 2

2 1 1400 14 400 200T T T T TA K T d b c A K A       
2 8 2 2 4 2

1 125 4 800 320T T TA T d b c A T d A    
2 7 9 2 11 2200 30T T T TK T A K T d A T d    

2 2 10 2 6 12
1 164 11520 48T T TK d T b c K T K T    

2 14 2 10
1 19 3 840d T d b c T  . 

2
3 2 1/ 4 Tl a T a L  . 

分别将以上 1 2 3, ,l l l 代入 ( ), ( ), ( )A t K t L t 表达式

中, 可得到使社会效用最大化的技术、资本、劳动

力的最优运动路径如下: 
2 3 3

1 1

2 2
2 2

2
2 1

( ) (10 / )[ (( ) / ) ],

( ) (15 / )[ (( ) / ) ],

( ) ( / 4 )( / ) .

T

T

T T

A t T t A T T t

K t T t K T T t

L t a T a L L T t

 

 

  

  

 

 (22) 

2 基于时间序列数据的实证验证 

笔者研究目的重在探究在社会经济体中, 假

设存在(8)式那样的线性效用函数, 则该社会的管

理者如何在某个固定时期内, 在时间变化的同时, 

调整生产要素 L、K、A的投入, 并将产出用于社

会各单位消费, 从而使得整个社会的社会福利最

大化. 在一系列假定条件下, 从理论上笔者得到了

(22)式那样的最优运动路径. 以下根据中国的相关

实际数据对我国实际产出, 生产要素投入量的运

动轨迹进行实证分析.  

2.1  变量数据 
生产要素投入为劳动、资本和技术, 考虑到数

据的可获得性, 用实际就业人数来测度 t 时刻劳动

力的投入量 ( )L t , 用国内专利发明授权数量来测

度技术进步 ( )A t , 用全社会固定资产投资总额

( )K t 来测度资本投入量(数据来源于 EPS数据平台

(www.epsnet.com.cn)), 分别对劳动投入量、技术进

步、资本投入量进行数值拟合分析. 通过散点图观

察各要素时间序列图形并进行多次数值拟合分析

发现, 劳动投入量的一次线性拟合、技术进步的三

次线性拟合和资本投入量的二次线性拟合能使拟

合误差最小. 各个生产投入要素的拟合近似表达

式分别如下. 

劳动投入拟合公式:  

( ) 469.08 866 495.56L t t  , 

技术进步拟合公式:  
3 3 2 9( ) 2.19 6.56 10 8.74 10A t t t     , 

资本投入拟合公式:  
3 2 6 9( ) 2.02 10 8.08 10 8.08 10K t t t      . 

由上可知, 在笔者选取的研究样本中, 技术、资本、

劳动基本是沿着文中理论模型导出的投入产出最

优路径(22)式进行运动, 这也正是我国经济持续高

速增长的原因之一. 

2.2  计量回归分析 
在进行计量回归前, 为避免出现伪回归现象, 

需要分析变量间的平稳性, 因此用 EViews 7 软件

进行数据的平稳性检验和协整检验.  

2.2.1 平稳性分析 

变量的平稳性分析数据见表 1. 

表 1  变量平稳性分析 

变量
ADF

检验值

1%临界

值 

5%临界

值 

10%临

界值 
P值 显著性

GDP 0.61 -2.74 -1.97 -1.60 0.84 N-Sginif

A 8.20 -2.71 -1.96 -1.61 1.00 N-Sginif

K 1.15 -2.74 -1.97 -1.60 0.93 N-Sginif

L 0.42 -2.72 -1.96 -1.61 0.80 N-Sginif

注: N-Sginif为非平稳.  
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2.2.2 协整分析 

本质上, 协整检验是协整回归方程残差的单

位根检验. 用麦金农临界值表进行分析[12], 文中采

集的是 1995~2012年间数据, 样本容量为 28. 设定

协整回归方程为:  

0 1 2 3t t t t tGDP A K L u        . (23) 

协整回归方程实证结果见表 2. 由表 3 可知, 

协整回归方程的残差在 5%的显著性水平上是平稳

的, 即 GDP, A, K和 L之间存在协整关系. 

表 2  协整方程估计结果 

变量 系数 标准误 T值 P值 显著性

A 1.5 0.41 3.66 0.001 2 Signif 1)

K 1.30 0.23 5.78 0.000 0 Signifi1)

L 9.04 1.93 4.68 0.000 4 Signifi1)

常数 -585 999.40 138 491.9 -4.23 0.000 8 Signifi1)

注: 1)表示 1%的显著性水平, 下同.  

表 3  麦金农临界值表 

变量 
ADF检

验值 

1%临界

值 

5%临界

值 

10%临界

值 
显著性

ˆtu  -3.99 -5.34 -3.86 -2.89 Signifi 1)

注: 残差 ˆtu 是(23)式中 tu 的估计值.  

2.2.3 协整与误差修正机制(ECM) [13] 

以上分析已证明了国内生产总值与技术进步、

劳动投入和资本之间存在协整关系, 即变量之间

有一种长期或者均衡的关系, 但在短期中则有可

能产生偏离均衡的情况. 将(23)式中的残差 tu 视作

均衡误差, 现考虑如下模型:  

0 1 2 3t t t tGDP A K L             

4 1t tu   , (24) 

式中, 1tu  即为 ECM(误差修正项). (24)式的实证结

果见表 4. 由表 4 可见, 在误差修正模型中尽管有

不显著项的存在, 但是误差修正项 ECM(ut-1)的系

数为负数, 这正符合笔者的预期. 因为当 ECM 项

大于零时, 这意味着 GDP 太高而偏离均衡, 而误

差修正项系数为负数, 使得两者之积为负数, 从而

在下一期将前一期因太高而偏离均衡的GDP拉低, 

向均衡方向靠近, 反之则相反[11-12]. 

3 结论 

中国经济长期保持两位数的增长速度已成为

过去, 目前经济正处于经济发展速度的换挡期, 将 

表 4  误差修正模型 

变量 系数 标准误 T值 P值 显著性

常数项 21 061.19 7 521.85 2.80 0.29 N-Sginif

A 0.08 0.04 2.24 0.05 Signif 2)

K 0.74 0.31 2.37 0.03 Signif 2)

L -20.37 22.58 -0.90 0.38 N-Sginif

ut-1 -0.93 0.32 -2.92 0.01 Signif 1)

注: 2)表示 5%的显著性水平.  

21 061.19 0.08 0.74t t tGDP A K


        

120.37 0.93t tL ECM   . (25) 

有可能在未来的一段时间内处于中低速增长阶段. 

文中重点分析了如何调整生产要素投入, 使得社

会经济沿着最优路径发展. 在理论模型中假设存

在代表社会整体的效用函数, 社会在一定时期内

的社会福利最大化定义为消费效用总和最大. 基

于此, 在设定具体的效用函数和总产出函数后, 使

用变分法推导出了(22)式所示的生产要素投入的

最优运动轨迹. 数据拟合发现 20 世纪 90 年代后, 

中国经济发展中的生产要素投入量的变化高度契

合模型导出的结果. 在实证分析中, (23)式的协整

回归方程发现在 5%的显著性水平下方程的残差不

存在单位根, 证实了以 GDP 度量的总产出和技术

进步以及资本和劳动力之间存在协整关系. 误差

修正模型(24)式实证了修正项系数为负且显著非

零修正, 这也说明了以 GDP 度量的总产出和技术

进步、资本和劳动力之间的长期均衡关系.  

4 政策建议 

在新的全球经济大背景下, 政府对生产要素

的投入需要沿着最优路径运动, 持续为科学技术

创新提供制度支持、政策支持、资金支持, 争做创

新强国. 政府作为国家经济发展的主导力量, 可从

以下几方面着手: 首先受过高等教育的人才是创

新一线的主力军, 所以应重点建设高等教育, 研究

型高校注重理论研究, 高职高专院校侧重技术培

养, 两者应相互促进, 协调发展. 其次, 民间资本

具有巨大创新发展潜力, 政府可制定政策鼓励和

支持民间资本进入科技创新领域. 最后, 在资金支

持方面, 对于初创型的科技企业而言, 政府应鼓励

银行等金融机构提供信贷支持. 以科技支撑经济, 

中国经济能够在全球经济低低迷的背景下持续健
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康向前发展.  
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Analysis: Economic Evolution Path Optimization Based on  

Variational Method 

KANG Mei-juan, ZHANG Xi 
( The Business School, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In order to study sustainable economic development model under the new normal situation, the author 
first analyzes the contribution of technological progress to the economic growth with the assumption of Hicks 
neutral technical progress. The study uses the variational method to calculate the optimal evolving path of 
technological progress, capital and workforce, and further finds whether they are cubic, quadratic and linear 
separately. In the empirical analysis, using error correction model it is found that China’s economic development 
pattern is closely fitting to the optimal path that is obtained, and also found is that there exists cointegration 
relationship between GDP, capital and workforce. The coefficient of ECM is significantly nonzero, and the value 
is negative. Empirical analysis also shows that technological progress has an especially significant effect on the 
sustainable economic growth. Encouraging and supporting the technical innovation is the key to maintaining 
steady and rapid economic development. 
Key words: Solow-Swan model; variational method; economic growth path 
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