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有向循环的平衡样本设计 
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（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 鉴于平衡样本设计在抽样调查中有广泛的应用背景, 因此利用组合设计理论, 讨论了带循

环自同构的不含邻点的平衡样本设计, 建立了有向 CBSEC ( ,3, )v  存在的充要条件. 
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近年来, 环境和生态调查中的统计问题受到

了人们的广泛关注, 其中之一就是有限多个个体

的数据收集和分析. 通常情况下, 相邻个体往往具

有相似的信息, 因此在抽样调查中, 调查者为了得

到总体最有用的信息数据, 保证抽样的准确性, 同

时也为了降低成本, 一种可行的策略是在抽样时

避免选取 2个相邻的个体. 基于这种理念, Hedayat

等[1]在 1988 年最早引入了不含邻近点的平衡样本

设计, 此类设计的性质及其构造在文献[1-4]中也

有所讨论. 研究表明, 从获取特殊估计量的较小方

差的角度考虑, 不含邻近点的平衡样本设计具有

很大的优越性. 本文将进一步研究带循环自同构

的不含邻点的平衡样本设计. 

1 预备知识 

令 0 1 1( , , , )vX x x x   , 若 X 循环有序, 则称

ix 和 1ix  为邻点, [0, 2]i v  , 1vx  与 0x 也为邻点. 

定义 1  设 X 是一个循环有序的 v 元集, 是

X 中的一些 k -子集(区组)构成的集簇. 若任意 2

个邻点不在任何 1个区组中出现, 而任意 2个非邻

点恰出现在  个区组中, 则称 ( , )X  为 1个不含邻

点的平衡样本设计, 记作 BSEC ( , , )v k  . 

定义 2 令 {0,1,2, , 1}v v  为一个 v阶循

环加群. 若 v 为 BSEC ( , , )v k  的一个自同构, 则

称该 BSEC为循环的, 记作 CBSEC ( , , )v k  . 

关于区组大小为 3 的 BSEC 最早在文献[5-6]

中被讨论, Colbourn等[5]完全解决了 BSEC ( ,3, )v 
的存在性. 而当BSEC ( ,3, )v  满足循环条件时, 则

由Wei证明了 1,2  时存在的充要条件[7]. 2005年, 

Zhang 和 Chang[8]给出了对于任意的指数  , 循环

BSEC ( ,3, )v  的存在谱.  

引理 1[7-8] 存在一个 CBSEC ( ,3, )v  当且仅当
{1,3}v , 或 9v≥ 且 ( 3) 0(mod 6)v   , 除了例

外值 2 (mod 4)  且 2 (mod 4)v  . 

令 [ , ]a b 表示满足 a n b≤ ≤ 的整数 n的集合, 

多重集 [ , ]a b 表示 [ , ]a b 上的每个整数出现  次, 

集合 { , , }a b c 表示 , ,a b c中的每个元素出现  次.  

定义 3 令 1
t
i iB=  , 其中, (0, , ), 1i i iB a c ≤ 

i t≤ . 若多重集 1 [2, 2]t
i iB v 
     , B   

{ , , (mod )}i i i ia c c a v , 则称  为有向循环 BSEC 

( ,3, )v  , 记为 DCBSEC ( ,3, )v  , iB 称为基区组. 

引理 2 若存在一个 CBSEC ( ,3, )v  , 则存在一

个 DCBSEC ( ,3, )v  . 

证明 令 {{0, , }, 0 ( 3) /i ia c i v  ≤ ≤ 6}为

CBSEC ( ,3, )v  的基区组. 取集合 {(0, , ),( ,i i ia c c  

,0),0 ( 3) / 6},ia i v ≤ ≤  则 [2,  2]v  . 由

DCBSEC定义可知,  构成了 DCBSEC ( ,3, )v  .  

由于 DCBSEC ( ,3, )v  的每个基区组产生 3 个

差, 而 [2, 2]v  中差的总数为 ( 3)v  , 因此可以

得到 DCBSEC ( ,3, )v  存在的必要条件如下: 

引理 3  若存在一个 DCBSEC ( ,3, )v  , 则有

( 3) 0 (mod 3)v   . 
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2 =1,2,3,6 时的 DCBSEC ( ,3, )v   

引理 4[9]  令 ( , ) (0,1), (1,1), (0,0), (3,0)(modm d   

(4,2))且 2 1m d ≥ , 则 [ , 3 1]d d m  可被划分成

三元组 { , , }i i ia b c , 1 i m≤ ≤ , 使得 i i ia b c  . 

引理 5[10]  令 1 4d≤ ≤ , 若 ( , ) (0,1),(1,m k   

), (2,0), (3, 1) (mod (4,2))d d  且 2 3,( / 2)m d m≥  

(2 1 ) 1 ( / 2)( 2 5) 1d m k m m d     ≤ ≤ , 则 [ ,d d  

3 ] \ { 1}m k d m   可被划分成三元组 { , , }i i ia b c , 

1 i m≤ ≤ , 使得 i i ia b c  . 

引理 6  若多重集 [2, 2]v  可被划分成三元

组 { , , }i i ia b c , 1 ( 3) / 3i v ≤ ≤ , 使得 i i ia b c   

(mod )v , 则存在一个 DCBSEC ( ,3, )v  . 
证明  令 {(0, , ),1 ( 3) / 3}i ia c i v  ≤ ≤ , 则

[2, 2]v   . 由 DCBSEC 的定义可知, 构

成 DCBSEC ( ,3, )v  的基区组. 

引理 7  若 0 (mod 12)v  , 则存在 DCBSEC 

( ,3,1)v . 

证明  当 0 (mod 12)v  且 12v≥ 时, 由引理

4, 令 ( , ) ( / 3 1,2)m d v  , 则 [2, 2]v  可被划分成

三元组 { , , }i i ia b c , 使得 i i ia b c  , 1 / 3 1i v ≤ ≤ . 

令 {(0, , ),1 / 3 1}i ia c i v  ≤ ≤ . 由引理 6可知, 

构成了 DCBSEC ( ,3,1)v 的基区组. 

引理8  若 6 (mod 12)v  且 18v≥ , 则存在一

个 DCBSEC ( ,3,2)v . 

证明  当 6 (mod 12)v  且 18v≥ 时, 2[2,v   

2]可被划分成如下三元组 { , , }i i ia b c , 1 2 /i v≤ ≤  

3 2 , 使得 (mod )i i ia b c v  . 

当 6 (mod 12)v  且 42v≥ 时, 在引理 4 中取

( , ) ( / 3 2,5)m d v  , 则 [5, 2]v  可被划分成三元

组{ , , }i i ia b c , 使得 i i ia b c  , 1 / 3 2i v ≤ ≤ . 引

理 5中取 ( , , ) ( / 3 3,2 / 3 7,2)m k d v v   , 则 [2,v   

7]\ { 9}v  可被划分成三元组{ , , }i i ia b c , 使得 ia   

i ib c , / 3 1 2 / 3 5v i v ≤ ≤ . 取{ , , }i i ia b c , 2 /v  

3 4 2 / 3 2i v ≤ ≤ 为三元组 {2, 4, 2},{3,v v v    

6, 3}v  ,{4, 9, 5}v v  .  

当 18,30v  时, 2[2, 2]v  可被划分为三元组: 

18v  : {2, 8, 10}, {2, 9, 11}, {3, 12, 15}, {3, 13, 

16}, {5, 7, 12}, {5, 9, 14}, {6, 10, 16}, {7, 15, 4}, 

{11, 13, 6}, {14, 8, 4}. 

30v  : {4, 15, 19}, {5, 21, 26}, {3, 15, 18}, {7, 

9, 16}, {11, 10, 21}, {12, 13, 25}, {19, 8, 27}, {17, 6, 

23}, {2, 18, 20}, {4, 16, 20}, {6, 22, 28}, {10, 14, 

24}, {12, 26, 8}, {3, 24, 27}, {9, 14, 23}, {22, 13, 5}, 

{11, 17, 28}, {7, 25, 2}.   

由引理 6可知, {(0, , ),1 2 / 3 2}i ia c i v  ≤ ≤
构成了 DCBSEC ( ,3,2)v 的基区组.  

引理9  若 4,8 (mod 12)v  且 16v≥ , 则存在

一个 DCBSEC ( ,3,3)v . 

证明  当 4,8(mod12)v  且 16v≥ 时, 3[2,v   

2]可被划分成如下三元组 { , , }i i ia b c , 1≤ 3i v ≤ , 

使得 (mod )i i ia b c v  . 

当 4(mod12)v  且 28v≥ 时, 引理 4中取 ( ,m  

) (( 4) / 3,3)d v  , 则 [3, 2]v  被划分成 { , , }i i ia b c , 

1 ( 4) / 3i v ≤ ≤ , 使得 i i ia b c  . 引理 4中取 ( ,m  

) (( 7) / 3,d v  2) , 则 [2, 6]v  可被划分成 { , ,i ia b  

},( 1) / 3 (2 11) / 3ic v i v ≤ ≤ , 使得 i ia b ic . 引

理 5中 ( , , ) (( 7) / 3, (2 17) / 3,4)m k d v v   ,则[4,v   

3] \ { 5}v  可被划分成 { , , },i i ia b c (2 8) / 3v i ≤ ≤ 

6v  , 使得 i i ia b c  . 令 { , , }, 5i i ia b c v i v ≤ ≤  

3为{2, 4, 2},{2, 5, 3},{3, 5, 2}v v v v v v      . 

当 8 (mod 12)v  且 34v≥ 时, 引理 5中取 ( ,m  

, ) (( 5) / 3,(2 10) / 3,2),k d v v    则[2, 3] \{ 4}v v 

可被划分成 { , , },1 ( 5) / 3i i ia b c i v ≤ ≤ , 使 i ia b   

ic . 引理 5中, 令 ( , , ) (( 5) / 3,(2 19) / 3,m k d v v    

3) , 则 [3, 2] \ { 6}v v  可被划分成{ , , }, (i i ia b c v   

2) / 3 (2 10) / 3vi ≤ ≤ 使得 i i ia b c  . 引理 5中令

( , , ) (( 5) / 3,m k d v   (2v  13) / 3,3) , 则[3, 2] \v   

{ 4}v  可被划分成 { , , },i i ia b c (2 7) / 3 5v vi ≤ ≤ , 

使得 ia  i ib c . 令{ , , }, 4 3i i ia b c v i v ≤ ≤ 为 {2,  

4,v  2}v  和{2, 6, 4}v v  .  

当 16,20v  , 3[2, 2]v  可被划分成三元组: 

16v  : {3, 11, 14}, {5, 8, 13}, {2, 7, 9}, 2{3, 

10, 13}, 2{5, 9, 14}, 2{4, 7, 11}, {2, 4, 6}, {2, 6, 8}, 

{10, 12, 6}, {12, 12, 8}. 

20v  : {3, 14, 17}, {5, 10, 15}, {7, 6, 13}, {2, 9, 

11}, {3, 15, 18}, {5, 11, 16}, {4, 9, 13}, {7, 10, 17}, 

{3, 12, 15}, {5, 8, 13}, {7, 9, 16}, {6, 11, 17}, {4, 18, 

2}, {2, 12, 14}, {4, 6, 10}, {8, 8, 16}, {18, 14, 12}.  

由引理 6 可知, {(0, , ),1 3}i ia c i v  ≤ ≤ 构

成了 DCBSEC ( ,3,3)v 的基区组. 

引理 10  若 2,10 (mod 12)v  且 10v≥ , 则
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存在一个 DCBSEC ( ,3,6)v .  
证明  当 2,10 (mod 12)v  且 10v≥ 时, 6[2,  

2]v  可被划分成三元组  , ,i i ia b c , 1 2 6i v ≤ ≤ , 

使得 (mod )i i ia b c v  . 

当 2(mod12)v  且 26v≥ 时, 引理 5 中取 ( ,m  

, ) (( 8) / 3,k d v  (2 16) / 3,2)v  , 则 [2, 6]\ {v v   

7}可被划分成 { , , }i i ia b c , 使得 ,i i ia b c   1 i≤ ≤  

( 8) / 3v  . 引理 5 中取 ( , , )m k d  (( 5) / 3,v  (2v   

10) / 3,3) , 则 [3, 2] \{ 3}v v  可被划分成 ' ' '{ , , },i i ia b c  

使得 ' ' '
i i ia b c  , 1 i≤ ≤ ( 5) / 3v  . 故 2([3, 2] \v   

{ 3})v  可被划分成{ , , }i i ia b c , 使得 ,(i i ia b c v    

5) / 3 6i v ≤ ≤ . 利用引理 5, 令 ( , , ) ((m k d v   

5) / 3, (2 16) / 3,3)v  , 则 [3, 2] \ { 5}v v  可被划分

成三元组 ' ' '{ , , }i i ia b c , 使 ' ' '
i i ia b c  , 1 ( 5) /i v ≤ ≤ 3 . 

因此 3([3, 2] \ { 5})v v  可被划分成 { , , }i i ia b c , 使

, 5 2 11i i ia b c v i v   ≤ ≤ . 令{ , , },2 10i i ia b c v  ≤ 

2 6i v ≤ 为 {2, 4, 2},3{2, 5, 3},{2, 7,v v v v v      

5}v  . 

当 10 (mod 12)v  且 34v≥ 时, 引理 5 中取

( , , ) (( 4) / 3,m k d v  (2 8) / 3,2)v  , 则 [2, 2]\v   

{ 3}v  可被划分成三元组 { , , }i i ia b c , 使得 ia   

i ib c , 1 ( 4) / 3i v ≤ ≤ . 再次利用引理 5, 令 ( ,m  

, ) (( 7) / 3, (2 17) / 3,3)k d v v   , 则 [3, 4] \ {v v   

6}可被划分成三元组 { , , }i i ia b c , 使得 i i ia b c  , 

( 1) / 3 (2 11) / 3v i v ≤ ≤ . 在引理 5 中取 ( , ,m k  

) (( 4) / 3, (2 14) / 3,2)d v v   , 则 [2, 2] \ { 5}v v 
可被划分成三元组 ' ' '{ , , }i i ia b c , 使得 ' ' '

i i ia b c  , 

1 ( 4) / 3i v ≤ ≤ . 故 2([2, 2] \ { 5})v v  可被划分

成三元组{ , , }i i ia b c , 使得 ,(2 8) / 3i i ia b c v i   ≤ ≤ 

(4 19) / 3v  . 引理 5 中令 ( , , ) (( 7) / 3,(2m k d v v    

14) / 3,4) , 则 [4, 3] \ { 4}v v  可被划分成三元组
' ' '{ , , }i i ia b c , 使得 ' ' '

i i ia b c  , 1 ( 7) / 3i v ≤ ≤ . 故

2([4, 3] \ { 4})v v  可被划分成三元组 { , , }i i ia b c , 

使得 i i ia b c  , (4 16) / 3 2 11v i v ≤ ≤ . 令 { ,ia  

, },i ib c 2 10 2 6v i v ≤ ≤ 为三元组 2{2, 4,v v   

2},{2, 5, 3},{3, 5, 2},{3, 6, 3}v v v v v v      . 

当 10,14,22v  , 6[2, 2]v  可被划分成三元组:  

10v  : 2{2, 3, 5}, 2{6, 7, 3}, 2{2, 4, 6}, 2{2, 5, 

7}, {3, 5, 8}, {3, 4, 7}, {7, 8, 5}, {4, 4, 8}, {6, 8, 4}, 

{8, 8, 6}. 

14v  : 2{3, 7, 10}, 2{5, 7, 12}, 2{2, 9, 11}, 

3{3, 5, 8}, 2{9, 11, 6},  {4, 7, 11}, {5, 11, 2}, {3, 9, 

12}, {2, 7, 9}, {4, 6, 10}, {4, 12, 2}, {10, 12, 8}, {2, 

4, 6}, {8, 12, 6}, {4, 4, 8}, {10, 10, 6}.  

22v  : 2{3, 17, 20}, 2{5, 9, 14}, 2{15, 17, 10}, 

{3, 9, 12}, {3, 8, 11}, {2, 11, 13}, {7, 8, 15}, {9, 10, 

19}, {3, 7, 10}, {5, 11, 16}, {9, 18, 5}, {7, 11, 18}, 

{3, 11, 14}, {5, 7, 12}, {6, 9, 15}, {13, 17, 8}, {19, 8, 

5}, 2{13, 15, 6}, {8, 11, 19}, {7, 19, 4}, {7, 13, 20}, 

{17, 19, 14}, {13, 19, 10}, {2, 6, 8}, {4, 6, 10}, {16, 

18, 12}, 2{2, 16, 18}, 2{4, 16, 20}, {12, 14, 4}, {6, 

12, 18}, {2, 2, 4}, {14, 20, 12}.  

由引理 6 知 {(0, , ),1 2 6}i ia c i v  ≤ ≤ 构成

了 DCBSEC ( ,3,6)v 的基区组.  

3 结论 

引理 11  若 {2,4,5,6,7,8}v 且  为任意值, 

则不存在 DCBSEC ( ,3, )v  . 

证明  当 2,4,5,6v  时, 分析可得DCBSEC ( ,v  

3, ) 的不存在性. 当 7v  时, 假设存在 DCBSEC 

(7,3, ) , 则 [2,5] 可被划分成{ ,ia , }i ib c , 1 i≤ ≤  

4 / 3 , 使得 (mod 7)i i ia b c  . 即三元组的形式

为{2, 2, 4}, {2, 3, 5}, {4, 5, 2}, {5, 5, 3}, 令非负整

数 1 2 3 4, , ,x x x x 分别为其个数. 而{2,3,4,5}中的每个

元素在 [2,5] 中恰出现 次, 得到如下方程组:  

1 2 3

2 4

1 3

2 3 4

2 ,

,

,

2 .

x x x

x x

x x

x x x







  
  
  
   

 

(1)

(2)

(3)

(4)

 

由 (1) (4) 得 1 2 3 42 2 2 2 2x x x x     . 而 (2)   

(3)得 1 2 3 4 2x x x x     . 2个等式出现矛盾. 

当 8v  时, 证明过程与 7v  时类似. 假设

DCBSEC (8,3, ) 存在, 则 [2,6] 可被划分成三元

组{ , , }i i ia b c , 1 5 / 3i ≤ ≤ , 使得 (mod 8)i i ia b c  . 

令非负整数 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,x x x x x x x 分别是可能出现

的三元组{2, 2, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 6}, {3, 3, 6}, {5, 

5, 2}, {5, 6, 3}, {6, 6, 4}的个数. 得到下列方程组:  

1 2 3 5

2 4 6

1 3 7

2 5 6

3 4 6 7

2 ,

2 ,

,

2 ,

2 .

x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x x









   
      
   

   

 

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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计算 (6) / 2 (8) / 2 (7) 2 (5)    , 得 3 4x x   

6 72 2x x   , 与 (9)式矛盾. 

引理12  若 1,5 (mod 6)  且 6 (mod 12)v  , 

或 3 (mod 6)  且 2 (mod 4)v  , 则 不 存 在

DCBSEC ( ,3, )v  . 

证明  当 1,5 (mod 6)  且 6 (mod12),v   或

3(mod 6)  且 2 (mod 4)v 时, 假设存在DCBSEC 

( ,3, ).v   一方面, [2, 2]v  中奇差个数为 ( / 2v  

2) . 由于 2(mod 4)v  且为奇数, 故 ( / 2 2)v 
是奇数. 另一方面, 每个基区组产生 0或 2个奇差, 

因此奇差的总数是偶数, 与上述证明矛盾. 得证.  

现在给出本文的主要结论: 

定理 1  存在一个 DCBSEC ( ,3, )v  当且仅当
{1,3},v  或 9v≥ 且 ( 3) 0 (mod 3)v   , 除了例

外值(1) 1,5 (mod 6)  且 6 (mod 12)v  , (2)    

3 (mod 6)且 2 (mod 4)v  . 

证明  由引理 3 可得必要性. 当 {1,3}v 时的

DCBSEC是平凡的. 由引理 11知, 只需证明 9v≥
时的充分性即可. 

当 1,5 (mod 6)  且 6 (mod 12)v  , 或    

3 (mod 6)且 2 (mod 4)v  时, 其不存在性由引理

12 给出. 当 1 (mod 2)  且 0 (mod 12)v  时, 重

复引理 7 中 DCBSEC ( ,3,1)v 的基区组  次, 得到

DCBSEC ( ,3, )v  . 当 0,2,6,10 (mod 12)  且 6v   

(mod 12)时, 由引理 8知存在DCBSEC ( ,3,2)v , 重

复 DCBSEC基区组 / 2 次得 DCBSEC ( ,3, )v  .  

当 3 (mod 6)  且 ,4 8 (mod12)v  时, 由引理

9知存在DCBSEC ( ,3,3)v . 重复DCBSEC ( ,3,3)v 的

基区组 / 3 次得DCBSEC ( ,3, )v  . 当 0(mod 6)   

且 2,10 (mod 12)v  时, 重复引理 10中 DCBSEC 

( ,3,6)v 的基区组 / 6 次, 得到所需的 DCBSEC 

( ,3, )v  . 对于剩下的情形, 由引理 1和引理 2得证.  
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Directed Cyclic Balanced Sampling Plans 

XU Yan, WANG Xiao-miao* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The balanced sampling plans are widely applied in sampling survey. Using the combinatorial design 
theory, the balanced sampling plans excluding contiguous units (BSEC) having cyclic automorphisms are 
discussed. The necessary and sufficient conditions for the existence of a directed cyclic BSEC ( ,3, )v   are 
established.  
Key words: balanced sampling plan; directed; cyclic; Langford sequence 
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