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对基于质点速度测量的拉格朗日分析法的进一步探讨 
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摘要: 针对以往基于质点速度波形测量使用拉格朗日分析法反推材料动态力学性能时, 需作某
种简化假定或者必须同时实测应力边界, 而在实验过程中的边界应力数据在某些情况下测不到
或测不准的状况. 因此基于路径线法和零初始条件, 提出了一种改进的拉格朗日分析法, 新方法
可不涉及边界应力, 直接反推出材料高应变率下的动态应力应变曲线. 并且运用该方法对有机
玻璃材料的动态性能进行了数值模拟研究分析, 其结果与运用特征线法求得到的数据非常吻合, 
从而证实了该方法的可靠性和有效性.  
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在通过爆炸和冲击动力学实验研究材料的动

态特性时, 一般都要涉及材料的结构惯性效应(应
力波效应)和材料应变率效应, 但问题的难点在于
这两种效应往往相互耦合、相互影响、相互依赖, 
从而使问题变得复杂化. 一方面, 应力波传播分析
必须建立在已知材料动态本构的前提上; 另一方
面, 当研究材料在高应变率下的动态本构时, 又必
定会涉及到应力波在材料中的传播及其作用. 目
前, 研究材料高应变率下的动态本构关系并解决
该“狗咬尾巴”问题最常用的有两种方法: 第一种
是想将实验中试件的应变波效应和应变率效应解

耦, 最为典型并应用最广泛的是分离式 Hopkinson
杆技术(SHPB); 另一种是波传播法, 利用试件中
波传播信息来反推材料本构关系[1-2].  

研究材料的动态本构关系最为常用的方法是

利用分离式 Hopkinson杆技术, 但此套技术是建立
在两个基本假定之上, 即要满足一维应力波传播
假定和应力沿试件长度均匀分布的假定. 但对于
有些材料 , 譬如脆性材料和泡沫材料等 , 在做
SHPB试验过程中很难满足应力沿试件长度均匀分
布的假定[3-4]. 此时, 就需要用第 2 种方法—–波传

播法来研究这些材料的动态力学性能.  
Lagrange 分析方法是由 Fowles[5]、Cowperth- 

waite和Williams[6]以及 Grady[7]等人首先提出并发

展的. 其主要思想是事先不作任何的本构假定, 通
过测量材料几个不同位置点的力学信息量(应力、
应变或速度等), 由守恒方程经过数学推算和数值
计算, 求得其他力学未知量, 从而得到材料的动态
应力应变曲线, 并建立该材料的本构关系[8]. 李孝
兰[9]通过测量一组拉格朗日粒子速度进行拉格朗

日分析, 揭示有机玻璃与应变率相关的弹-塑性本
构关系特征; 乔河等人[10]用Lagrange分析方法得到
了花岗岩的本构关系; 陈叶青等人[11]用拉格朗日

曲面拟和法研究水泥石的动态力学性能, 并获得
了水泥石在气炮试验中的应变滞回特性、应变率效

应及波形弥散特征. 赖华伟和王礼立提出了 Hop- 
kinson 杆技术和 Lagrange 分析法相结合的“1sv+ 
nv”的新方法[12-13]. 朱珏也利用该方法研究了混凝
土类材料的动态本构特性[2].  

但有时由于实验装置和材料结构的特殊性 , 
无法同时测得边界应力和速度信息, 或者测得的
信息失真. 针对此种情况, 笔者提出了“nv+T0”
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的 Lagrange 分析法, 即只需要测得试件几个不同
拉格朗日位置点的速度时程曲线, 构成 1个质点速
度场, 通过对该速度场进行分析以及结合沿路径
线的数值计算, 利用零初始条件, 就可以反推材料
的动态特性.  

1 “nv+T0”的 Lagrange分析法的理论依据 

在拉格朗日坐标下, 一维平面应力波的守恒
方程为:  
连续方程(质量守恒): 

v
X t

ε∂ ∂
=

∂ ∂
, (1) 

运动方程(动量守恒): 

0
v
t X

σρ ∂ ∂
=

∂ ∂
, (2) 

式中, ε , v ,σ 分别为应变、质点速度和应力, 其中, 
应力和应变均以拉为正, 质点速度以 X 方向为正; 
X 和 t为拉格朗日坐标和时间; 0ρ 为试件的初始
密度.  
从(1)式和(2)式中可以发现, 连续方程将应变

ε和质点速度 v联系起来, 而运动方程建立了应力
σ 和质点速度 v之间的关系, 那么就可以通过测量
中间变量质点速度 v将应力σ 和应变 ε 的关系建
立起来. 但它们是通过一阶偏导数相联系的, 分析
过程中必然涉及微分和积分.  
设由实验测得 1组在拉格朗日坐标下, 不同位

置点的速度时程曲线(图 1). 为了比较精确地表示
波传播的特征, 我们按照路径线法原理[7], 通过找
出这些速度时程曲线中的特征点对该组曲线进行

分区. 在每个区域中, 对每条速度曲线分等节点数, 
那么每条速度曲线都有 N个节点, 如果将 X 轴的 

 
图 1  路径线法示意图 

位置记为 i ( i为1 ~ 4 ), t轴上的位置记为 j ( j取值
为1 ~ N ), 那么可以用 ,i jv 来表示每个节点的速度. 
将每条速度曲线所对应的节点通过光滑的曲线连

接在一起就是1条路径线, 每条速度曲线有 N个节
点相对应的就有 N条路径线. 通过该些路径线就
可以将整个速度场联系在一起. 
某物理量 ( , )X tϕ 沿路径线 p全微分如下:  
d d
d dp t X p

t
X X t X
ϕ ϕ ϕ∂ ∂

= +
∂ ∂

 

式中, ϕ可以表示应力、应变、质点速度等物理量.  
d d
d dp t X p

t
X X t X
σ σ σ∂ ∂

= +
∂ ∂

, (3) 

结合(2)式可得:  

0
d 1
d p X p

v
t X X t X'

σ σ σρ ∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂
, (4) 

第 1条路径 0p 表示的是初始时刻的状态, 故有:  

0 0 0
0

t t t
vσ ε

= = =
= = = , 且

0
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σ

= . 

则对于第1条路径 0p , (4)式结合初始条件可以
推导出:  
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通过(7)式就可以得到各个拉格朗日位置点 2t 时刻
的应力 , 那么对于每个拉格朗日位置点之后的

3 4 5, ,t t t ⋯⋯时刻的应力值 ,i jσ 可以求得, 写成相应
的差分方程为:  

, , ,
, 1 , 0 1

d d
( ) ( )
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i j i j i j

i j i j j j
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t t

X t t
σ
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 (8) 
以上即是通过质点速度场推导应力的迭代过

程.  
应变虽然可以按照(1)式由实测速度场通过先

对X微分后, 求得 / tε∂ ∂ , 再对 t积分, 利用零初始
条件来推得ε; 也可以通过上述类似的方法推得, 
具体推导过程如下:   

d d
d dp t X p

v v v t
X X t X

∂ ∂
= +
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, (9) 
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(9)式为质点速度沿路径线的全微分, 再结合(1)式, 
则可推得:  

d 1
dX p p

v v
t X t X'
ε∂ ∂

= −
∂ ∂

, (10) 

写成相应的差分方程为:  
, , ,

, 1 ,

d d
( )( )

d d
i j i j i j

i j i j j i j

v v t
t t

X t X
ε ε+ +

∂
− = − −

∂
. (11) 

那么, 在已知质点速度场的条件下, 就可以通
过(7)式、(8)式和(11)式来求出试件中的应力场和应
变场.  

2 数值计算 

为了验证该分析法的正确性, 笔者采用已知
ZWT本构方程的粘弹性材料—–有机玻璃, 通过数
值计算求解出该材料在不同拉格朗日位置点的速

度、应变和应力曲线; 再通过提出的“nv+T0”
Lagrange 分析法反推不同拉格朗日位置点的应力
应变关系; 最后与数值计算得到的结果进行对比, 
来验证该分析法的正确性.  

ZWT 非线性粘弹性本构方程可以比较好地描

述高聚物的非线性粘弹性本构, 当应变小于 1%时, 
该方程在高应变率下就可以简化为如下式[14]]:  

2 0
2

( )exp( )d
t

a
tE E t τσ ε ε τ
θ
−

= + −∫
i

, (12) 

式中, aE 为等效弹簧系统的弹性常数; 2E 和 2θ 分
别是对应 Maxwell 单元的弹性常数和松弛时间[13]. 
笔者所取的有机玻璃的 ZWT 材料参数为: aE =  

 
图 2  不同 Lagrange位置点的速度时程曲线 

      

      
图 3  在不同 Lagrange位置点应变的数值计算结果和“nv+T0”Lagrange分析结果之比较 
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2.94 GPa, 2E = 3.07 GPa, 2θ = 95.4 μs, 0ρ = 1 190  
kg·m-3, 边界加载条件为恒应变加载. 其中, 有机
玻璃材料在不同拉格朗日位置点的速度、应变和应

力数值解是取自文献[13]. 
图 2是结合有机玻璃的 ZWT方程通过特征线

法解得的质点速度曲线, 笔者将该些质点速度曲
线当作实验测得的数据, 通过“nv+T0”Lagrange
分析法(即(7)式、(8)式和(11)式), 就可以得到图 3
和图 4的结果. 其中图 3和图 4分别表示在 2 mm, 
6 mm, 10 mm和14 mm位置处应变和应力的数值计
算结果以及“nv+T0”Lagrange 结果, 发现数值计
算结果和“nv+T0”Lagrange分析结果吻合得很好.  

3 结论 

基于质点速度波形测量的拉格朗日分析法的

难点在于需要同时测得 1 个拉格朗日位置点的质
点速度曲线和应力曲线作为边界条件, 但有时往
往不能同时测得这 2 个量. 为了解决该问题, 笔者
提出了“nv+T0”Lagrange 分析法. 该分析法的特
点在于只需要一组拉格朗日坐标下的质点速度曲

线, 按照路径线法结合零初始条件来求解材料的
动态应力应变关系, 并不需要边界应力. 并选取一
种典型的率相关粘弹性材料有机玻璃作为例子, 
分别采用数值模拟和“nv+T0”Lagrange分析法进
行分析, 发现最后得到的应力应变曲线吻合得很
好, 从而证明了该种分析法的正确性.  
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A Further Discussion on the Lagrangian Analysis Method Based on 
Particle Velocity Wave-profiles Measurements 

DING Yuan-yuan, YANG Li-ming, WANG Li-li* 
( Mechanics and Materials Science Research Center, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In the past, the data of boundary stress or a simplified assumption is essential for studying dynamic 
mechanical properties of materials using the Lagrangian analysis method based on the particle velocity 
wave-profiles measurements. However, the boundary stress data in some cases can not be detected or determined 
by the experimental measures. To tackle this situation, this paper presents a modified Lagrangian analysis 
method which does not involve the boundary stress computation. Starting from the path-lines method and 
utilizing the zero-initial condition, the material constitutive stress-strain curves under high strain-rates is deduced 
from only observing the particle velocity curve measurements. The dynamic stress/strain wave-profiles of the 
PMMA material, as a paradigm, are numerically studied using the proposed method, which are well in agreement 
with the theoretical result using the method of characteristics, which confirms the reliability and validity of the 
presented method. 
Key words: wave propagation; Lagrangian analysis; rate-dependent constitutive relation 
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