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非齐次光纤介质中非线性薛定谔方程的相似变换与精确解 
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（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 基于李群理论和符号计算, 获得了具有增益/损耗项和频率啁啾项的非齐次光纤介质中的

非线性薛定谔方程的相似变换; 利用所得变换, 把具有群速度参数、克尔非线性效应参数、相位

调制参数和增益/损耗参数的变系数非线性薛定谔方程约化为相应常系数非线性薛定谔方程. 通

过一个广义的直接求解方法, 构造了常系数非线性薛定谔方程的一组亮孤子解和一组暗孤子解, 

进而得到了变系数非线性薛定谔方程丰富的精确解. 最后对所得亮孤子解和暗孤子解进行了动

力学分析与讨论.  
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近年来, 基于非线性薛定谔方程激发了大量

的理论和实验研究, 这些研究涉及许多物理和应

用数学分支, 包括非线性量子场论、凝聚态和等离

子体物理、非线性光学、量子电子等. 由于光孤子

在长距离电信通讯的成功, 使得越来越多的学者

专注于研究不同类型的非线性薛定谔方程, 研究

其在时间或空间光孤子的非线性管理和色散管理、

孤子激光、非线性光学超快孤子开关等, 发现了许

多方法来获得具有非线性项和色散项的各种非线

性薛定谔方程的光孤子解, 并讨论孤子激发的各

种动力学问题[1-6]. 本文将研究如下非齐次光纤介

质中非线性薛定谔方程:  
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式中: ( , )u u z t 是电场中的复包络, z是规范化的

距离, t是延迟时间, ( )z 是群速度色散(GVD)参

数, ( )z 是与克尔非线性效应有关的参数, ( )M z

以及 ( )F z 分别对应相位调制与增益/损耗的非齐次

参数. 

 方程(1)是在非齐次光纤介质中控制光脉冲传

播动力的一个非线性系统. 该方程不但在非齐次

光纤介质的有关光脉冲压缩传播中有所应用, 而

且可以应用于色散孤子管理[7]. 近年来, 具有各种

非齐次项的方程(1)的应用成果越来越多. 数学家

和物理学家从不同的角度研究了没有增益/损耗项

的方程(1), 如文献[8]从可积的角度研究并得到了

一些结果, 同时通过选取一个特殊的参数和基于

Backlund 变换, 得到了方程(1)的一孤子解. 当方

程(1)没有相位调制项 ( )M z 时, 许多学者对此进行

了研究, 如文献[9]发现了一个有效的方法, 得到

了无穷多新的孤子解, 并讨论了孤子管理和飞秒

孤子的放大; 文献[10]发现了一个系统方法, 并构

造了该方程的 6 类精确解; 文献[11]通过扩展的射

影Riccati方程, 得到了方程(1)的 3类孤子解. 当方

程(1)中的参数全为常数, 并加上一些参数间的限

制时, 文献[12]通过 Darboux 变换得到了该方程的

N-孤子解, 并研究了在连续波背景下描述孤子调

制不稳定性和孤子传输的 2组精确解. 

1 非齐次非线性薛定谔方程的相似变换 

为了得到方程(1)的有限变换群, 我们将方程
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(1)写成如下形式:  
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这里 v是u的共轭函数.  

首先, 按照对称群直接法 [13] , 设 

1 1 1( , ) ( , ),u U V          

2 2 2( , ) ( , ),v U V          (3) 

这里 1 2 1 2 1 2, , , , , ,       和 都是{ , }z t 的复函数. 

( , ), ( , ),U U V V      

满足下面方程: 
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这里 ( ), ( ), ( ), ( )A B K H    都是 的函数.  

把方程(3)代入方程(2), 并利用方程(4)消去包

含 /U   和 /V   的所有项, 得到关于{ , }U V 及

其各阶导数的 2个微分多项式. 然后收集{ , }U V 及

其各阶导数的系数, 得到关于微分函数 
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的一个超定的偏微分方程组 . 在符号计算系统- 

Maple 的帮助下, 通过繁琐的计算, 可得到该方程

组的一组解: 
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  这样从方程(3)和方程(5)可以得到如下相似变

换定理.  

定理 1  如果{ ( , ), ( , )}U U V V     是方程

(4)的一组解, 那么 1 2{ ( , ), ( , )}u U v V       在条

件(5)的约束下就是方程(2)的一组解.  

评注 1  当 ( ), ( ), ( ), ( )A B K H    取特殊函数
或特殊参数时, 可以建立起变系数方程(1)和较简

方程之间的相似变换.  

令 ( ) 2,A   ( ) , ( ) , ( ) ,B b K k H h     从方

程(5)可以得到如下结果: 
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这样在式(6)条件下, 方程(1)就可以变成如下

方程:  
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2 非齐次非线性薛定谔方程的精确解 

基于我们提出的一个直接假设方法[13-14], 在
2k h 的条件下推出方程(7)的两组解:  

解 1  亮孤子解 

1
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其中:  
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这里 2 1 0 0, , , , 0, ,c sA A p b p  和 0q 都是任意实常数. 

 为简单起见, 设 exp(2 )h  .  

解 2  暗孤子解 

2

2
[ tanh( )]exp( ),c sU A iA P i
b

     (9) 

2
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1 0[ ] d ,
2 2c s

h
a A A

              

2
1 02 ( ) d ,s s cP A A A p          

这里 1 0 0, , , 0, ,c sA A b p  都是任意实常数.  

这样可以利用第一部分给出的相似变换和方

程(7)的解(8)与解(9), 给出方程(1)的一组亮孤子解

1 1 1u U 和一组暗孤子解 2 1 2u U , 其中 1, , ,    

( ), ( ), ( ), ( )M z z z F z  由方程(6)决定. 为简单起见, 

此处略去导出的方程(1)的亮孤子解和暗孤子解.  

3 非齐次非线性薛定谔方程精确解讨论与分析 

对前一部分所得方程(1)的亮孤子解 1 1 1u U
和暗孤子解 2 1 2u U 进行如下讨论和分析.  

3.1 亮孤子解的动力 

当 10,sA u 约化到如下背景波: 

1 1

2
exp( )c cu A i

b
   . (10) 

当 0cA  和 11,u  约化到如下亮孤子解: 

1 1

2
sec ( )exp( ),s su A h i

b
     (11) 

其中 2
1 2 0[ 2( ) d ] ,sA p         0 是任意

常数,  

2
1 2( )

2

h
p         

    2 2 2
1 2 0[( ) ] d ,sp A       

其中 0 是任意常数.  

这样 1u 就表示嵌入了背景 1cu 的亮孤子. 同时, 

当 c sA A 且很小时, 背景波(10)式会在亮孤子解

(11)式的存在过程中很小.  

当 2 0p   和 2 24s cA A 时 , 1 1 1u U 就可以

写成如下形式:  



 

第 3期 张娜, 等: 非齐次光纤介质中非线性薛定谔方程的相似变换与精确解 11 
 

 

11 1

2
[ cu A
b

    

    
cosh( ) cos( ) sin( )

]
cosh( ) cos( )s

P Q i Q
A

P Q

 





, (12) 

其中 
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exp(2 )h  , 

而且, 我们发现当 

cosh( ) 2 cos( ) / / ( cos( ))c s s cP A Q A A A Q    

和 

 sinh( ) 0P  时, 式(12)的强度分别达到最大和

最小值: 
2 2 2 2 2

2 1
11 2 2 2min

2 sin ( )
,
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A A Q
u

b A A Q

 

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2 2 2 2
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11 max
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s c

c
s c

A A A
u A

b A A Q

  
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
 (13) 

这意味着方程(1)的亮孤子解 1 1 1u U 的强度只能

在最小值和最大值之间进行压缩.  

为了进一步考察亮孤子解 1 1 1u U 的稳定性, 

我们得到 
2 2 2

22 1
11 1

4 4
( )d ,s c

c

A A
u u t N

b

 




    

这是一孤子解 1 1 1u U 的精确能量, 能量的增减主

要由 exp(2 )h  进行控制.  

相比之下,  

2

11 1 2 2 2

4 cos( )
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c

c

s c

A Q
u u t N

A A Q


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表示形成一个在背景波和脉冲 z-周期的能量交换.  

3.2 暗孤子解的动力 

从 2 1 2u U 可以推出: 
2 2 2 2

2 12 ( ) /c c su A A b    ,  

表示暗孤子的背景波强度.  

同样可以得到: 
2

2 22 2
2 2 1d 2 ,c su u t A  




     

表示暗孤子传播的能量变换.  

4 结语 

基于李群理论和符号计算, 我们研究了具有

增益/损耗项和频率啁啾项的非齐次光纤介质中的

非线性薛定谔方程的相似变换; 进而利用所得相

似变换, 把具有群速度参数、克尔非线性效应参

数、相位调制参数和增益/损耗参数的变系数非线

性薛定谔方程约化为相应常系数非线性薛定谔方

程. 通过一个广义的直接求解方法, 得到了常系数

非线性薛定谔方程的一组亮孤子解和一组暗孤子

解, 进而得到了变系数非线性薛定谔方程的丰富

的精确解. 最后我们对所得亮孤子解和暗孤子解

进行了动力学分析与讨论. 这些结果对研究非齐

次光纤介质中的光脉冲的放大与压缩、孤子激光、

光孤子通信、飞秒激光等具有一定的参考价值.  
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Similarity Transformation and Exact Solutions to Nonlinear Schrödinger 
Equation in Inhomogeneous Optical Fiber Media 

ZHANG Na, LI Biao* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: On the basis of Lie group theory and symbolic computation, a similarity transformation is constructed 
for the nonlinear Schrödinger (NLS) equation in the inhomogeneous optical fiber media. The related 
constant-coefficients NLS equations are derived from the inhomogeneous NLS equation with the group velocity 
dispersion parameter, the Kerr nonlinearity and the inhomogeneous parameters related to phase modulation and 
loss/gain. Using a generalized direct assumption method, a family of bright soliton solutions and a family of dark 
soliton solutions are obtained from its related constant-coefficient NLS equation. Finally, nonlinear dynamics of 
the obtained solutions is discussed and analyzed. 
Key words: nonlinear Schrödinger equation; similarity transformation; exact solutions; symbolic computation  
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