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SPECT中非均匀衰减扇束投影的局部重建问题研究 
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摘要: 通过将 Natterer的结果推广到具有复系数的 AtRT(衰减 Radon变换)和应用针对 ROI(感兴

趣区域)的扇束扫描模式中, 得到平行束扫描几何中具有复系数的 AtRT(衰减 Radon变换)的明确

反演公式, 以及 SPECT(单光子发射计算机断层)中非均匀衰减扇束投影的精确局部重建公式. 重

建结果基于平行束与扇束之间的坐标变换.  
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在现代核医学中, SPECT作为一种核医学成像

技术, 不仅可以重建出病人体内放射性示踪剂的

分布水平, 从而能知道病灶内新陈代谢的状况以

及组织的活性, 而且因其设备简单和成像费用低

而被广泛应用于临床诊断和治疗中. 目前, SPECT

重建算法以 FBP(过滤反投影)算法为主. 对于胸部

定量重建而言, 由于必须考虑到组织器官中例如

肺、软组织以及肋骨等的非均匀衰减, 但由于 FBP

算法无法对非均匀衰减进行补偿, 此问题直到近

些年随着 Novikov 得出的非均匀衰减平行束投影

重建公式才得以解决[1]. 其他一些不同的研究方法

也使得 SPECT的精确重建真正成为可能[2-6]. 相对

于平行束投影, 扇束投影可得到更高精度的 ROI

重建图像[7-10]. 

然而, 目前大部分扇束重建算法是基于无衰

减或均匀衰减的情形, 对于复杂的非均匀衰减仍

然有许多理论和关键技术问题需要研究. 由于复

值衰减与 k 空间信号有关[11-13], 因而具有复衰减

的 AtRT 在 3 维 PET(光子发射断层)和 NMR(核磁

共振)图像重建中具有很大的作用, 从而在非均匀

衰减扇束投影中研究复系数具有重要意义. 虽然

SPECT技术已经相当成熟, 但是在大物体成像、减

少射线剂量等方面, 现存的 SPECT 成像方法仍然

面对着较大挑战. 实际上, 医生在临床诊断和治疗

中往往只倾向于关注病人的可疑ROI, 例如大脑以

及心脏等器官, 而不是病人的所有部位. 因此, 寻

找局部重建算法就显得尤为重要. 一般而言, 由于

人的视线有限而无法覆盖整个物体, 而 SPECT 重

建图像往往是截断的有限区域, 但当我们把视线

集中在一个更小的区域时, 便可以从探测器上截

断的数据精确重建出 ROI的图像. 

目前, 根据截断的数据采样来精确重建出ROI

的图像已经有了很大进步[14-16]. 基于已有工作的

研究, 本文通过把 Natterer 的结果[2]推广到具有复

系数的 AtRT(衰减 Radon变换)和应用针对 ROI(感

兴趣区域)的扇束扫描模式[14], 得到 SPECT中非均

匀衰减扇束投影的精确局部重建公式. 重建结果

基于平行束与扇束之间的坐标变换.  

1 平行束扫描中具复系数 AtRT的明确反演公式 

设 ( , )r x y 表示二维欧几里得空间 2R 中的一

个点, 1S 表示 2R 中单位向量构成的集合. 用   

(cos ,sin )  和 (cos( π / 2),sin( π / 2))        

( sin ,cos )  来表示 1S 中一对互相垂直的单位向

量. 设 ( , )q r  是一个权函数, ( )r 和 ( )f r 都是 2R

中具有紧支集的复值连续可微函数, ( )r 是狄拉

克函数, 虚数单位 1i   .  

二维的广义 Radon 变换可以被定义为如下等
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价形式: 

[ ]( , ) ( ) ( , )d ( )p

r s

R f s f r p r r f s t


   




  

      

( , )dp s t t   , 1 1( , )s S   R , (1) 

其中, dr表示直线 r s  上的勒贝格测度. 

函数 ( )r 的 Radon变换和发散束变换定义为: 

[ ]( , ) ( )d ,R s s t t    






   (2) 

0

[ ]( , ) ( )d .D r r t t   


   (3) 

导数的 Hilbert变换以及加权 Hilbert变换被定

义为: 

( )
[ ]( ) d ,

π

pv g l
Hg s l

s l






  (4) 

( )
[ ]( ) d ,

π
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


  (5) 

[ ]( , ) cosh( 0.5([ ]( , )
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[ ]( , ))) ( , ) / ( )d .HR l g l s l l     (6) 

以下方程能很容易被证明: 

2

( ) (cos sin ) ( )di i HRf r r
x y

  
  

  
R

 

2

( ( )) | d .s rHRf r r
s  


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R

 (7) 

现定义线性算子 ( , )h r   和 ( , )C r  如下: 

( , ) [0.5( ) ]( , ),h r I iH R r          (8) 

( , ) ( , ) [ ]( , ),C r h r D r          (9) 

其中, h和C分别是 h和C的共轭函数. 

为了得到具有复系数的 AtRT的明确反演公式

(定理 1和定理 2), 引入引理 1和引理 2. 

引理 1  ( , )C r  的傅里叶级数展开具有如下

形式: 
(2 1)

2 1
0

( , ) ( )e .i n
n

n

C r C r    
 

≥
 (10) 

引理 2  设 (cos ,sin )   , 并且 ( ) / |r r   

| (cos ,sin )     , 则: 
2π

0

1
e d

2π ( )
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2

1
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证明参见参考文献[2]和[11]. 

定理 1  设 [ ]( , )( , ) [ ]( , ), ( , ) e .D r
pq s R f s p r    



   

假设 0.5[R ]( , )( , ) e ( , )sg s q s   , 并且 cos    

sini  , 则可得: 
2π
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[ ]( , ) | d .s rH g s     (13) 

证明  根据(6)式, 有: 
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其中, 运用坐标变换 q t     和 q  , 则: 
[ ]( , ) 0.5[ ]( , )e [ ]( , )D r R r H g r    

  
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由于 cosh( ) (e e ) / 2m mm   , sinh( ) (emm    

e ) / 2m , 则通过(8)式和(9)式有: 
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sinh n , 则有: 
cosh( 0.5([ ]( , ) [ ]( , )))i HR r HR        
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更进一步, 由(7)式和(9)式, 得到: 
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根据引理 2 中 ( ) / | | (cos ,sin )r r       
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根据(10)式以及 e cosh( ) sinh( )m m m  , 此处, 
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那么 ( , ) ( , )eC r C    的级数展开具有如下形式: 
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由(11)式得到: 
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同理,  
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由引理 2, 可进一步得到: 
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因此, 有: 
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证毕. 接着即可应用定理 1来得到定理 2的结

果. 
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0

1
( ) ( ) [e

8π
C rf r i Hg

x y
  

   
    

( , )e ]( , ) | d .C r
s rHg s

 
 

   (14) 

证明  首先,  
( , )1 e 1

( , ) ( , )d
π π

h q

pHg s R f q q
s q



 
 





  
  

( , )
[ ]( , )e

( )e d d
h q

D q tf q t t q
s q


    


 

 
 

 

 
   

2

[ ]( , ) ( , )1 1
( )e d ,

π
D hf

s
      


  


R

 

其中, 运用坐标变换 q t     和 q    . 

通过(7)式和(9)式有: 
2π

( , )

0

( ) e ( , ) | dC r
s ri Hg s

x y


 
 

 

 
  

    

2π
( , )

0

((e )( , ) | )dC r
s rHg s

s


 
 

 




  
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2

2π
( , )

0

1
div e ( )

π ( )
C r f

r
  

 



  

R

 

2

2π
( , )

0

1
e d d div

π ( )
C

r
   

 
  

  
R

 

( , ) ( , )e d ( )d .C r C f     
   

类似地, 可以得到: 
2π

( , )

0

1
( ) e ( , ) | d

π
C r

s ri Hg s
x y


 

 
 

 
   

    

2

2π
( , ) ( , )

0

div e d ( )d .
( )

C r C f
r

     
 

 

 
R

 

将以上 2个方程相加, 则有: 
2π

( , ) ( , )

0

( ) [e e ]C r C ri Hg Hg
x y

    
    

    

2

2π

0

1
( , ) | d div ( )

π ( )s rs f
r
  
    

 
R

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )[e e ]d d .C r C C r C       
      

由定理 1, 可得到: 
2π

( , ) ( , )

0

div (e
( )

C r C

r
  

 
  

   

( , ) ( , )e )d div4π / | |C r C r     
      
28π ( ).r   

因此, 有: 

2

21
8π ( ) ( )d 8π ( ).

π
r f f r    

R

 

证毕. 

2 扇束扫描模式中的精确局部重建公式 

定理 2可记为: 
2π

( , )

0

1
( , ) [e e ( , )

8π
C s t hf x y H q s

s
   

   
 

  

( , )e e ( , )]d .C s t hH q s    
     

于是, 定义下面的 2个函数: 
2π

( , )

0

1
( , ) [ (e )[ e ]( , )

8π
C s t hf x y H q s

s
   

    
 

  

( , )e [ e ]( , )]dC s t hQ q s    
      

2π
( , )

0

1 e ( , )
[ (e ) d d

8π π( )

h
C s t q l

l
s s l

    


 
 








    

2π ( , )

0

e
(e )( , )d d ].

π( )

C s t
h q l l

s l l

  

 
 


 






    

一种针对 ROI(感兴趣区域)局部重建的扇束

CT(计算机断层)扫描模式如图 1所示. 

 

图 1  针对 ROI(感兴趣区域)局部重建的扇束扫描 

在图 1 中, O和O分别是固定坐标系{ , }x y 

和可移动坐标系{ , }x y 的原点, 其中O是被探测物

体的旋转中心, 它可沿 x轴左右移动.  是被探
测物体顺时针旋转的角度. X 射线源 S 和长度

为 2d 的线阵列探测器 AB都是固定不动的, 且 S

在 y轴正半轴上, AB垂直于 y轴. O是 AB的中

点, 位于 y轴负半轴上, SO和 SO的距离分别是
D和 hD . I 是 ROI(感兴趣区域)的中心, 为了保证

ROI 始终都在探测区域内, 当移动点O时, 使点 I

仍然在 y轴上. 点M 是 ROI 中任意一点, R和

cosR  分别是OI 和OO的距离. 在得到局部重建

公式前, 首先假设 x轴上存在一个虚拟探测器与
AB 平行. 对于 AB 上任意一点 Q , 其坐标为 u , 

设 SQ与 x 轴的交点为 x , 于是有 / hx u D D  , 

其中 | |u d ≤ . 

平行束和扇束扫描模式的几何关系如下: 

2 2

arctan( / ),

( cos ) / ,

x D

l R x D x D

 



 

   
 (15) 

其中, 2 2 2 3 2( ( cos sin )) / ( )D D x R DR x D     是

从 ( , )x  变换到 ( , )l  的雅可比行列式. 

假设 ( , )M   是ROI中任意一个待重建点, 且

1x是 SM 与 x轴的交点, 此时    , cos   
2 2/D x D  , 则有: 

cos( ) ( cos )coss l R x             

1[ cos( ) ( cos )]cosR x         

1( )cos sin( )sinx x           

1 1sin( ) cos / ( )cosx D x x           

sin( )sin ( sin( ) )D            
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2 2
1 1( ) / ( ),x x x D G x x         

其中, 

2 2

1

sin( )
,

[ cos( ) cos ]
.

sin( )

D
G

x D
D R

x
D

  

   
  

 


 
  
 

 (16) 

在扇束坐标系 ( , )x  中, 可以定义加权扇束投

影 ( , )W x   为: 

2 2
arctan , ( cos )

( , ) e ( , ) |h
x D

l R x
D x D

W x q l
  

 
 


   

 

    

'[0.5( ) R ]( , )e ( arctan( / ),I iH x q x D      

2 2
( cos ) ).

D
R x

x D
 

 
 

假设 ( , )f x y 和 ( , )x y 在单位圆盘上都是光滑

的, 则: 

2 2

( , ) ( , )W x D W x

x x D

 


   
 

   
 

2

2 2 3 2

( cos sin )

( )

D D x R DR

x D

  


 
 

'2 2
arctan , ( cos ) .

(e )( , ) |h
x D

l R x
D x D

q l
l   





   






 

通过坐标变换, 在坐标系 ( , )x  中, ( , )f x y 中

加权因子表示为: 

1( , , )N x      

1

( , )

arctan , cos( ), sin( ),
e |C s t

x
s t

D

  

       

 


     
 (17) 

1 1( , , )N x      

1

( , )

arctan , cos( ), sin( ),
e |C s t

x
s t

Ds
  

       

 


     




 (18) 

因此, ( , )f   具有如下形式: 
2π

1

10

( , , )1
( , ) (

8π ( )

h

h

Dd D

Dd D

N x
f

G x x x
  

 







 
 

      

2 2
) ( , )d d

D
W x x

x D
 


   

  
 

1

2π
1

10

( , , )1

8π π ( )

h

h

Dd D

Dd D

N x

G x x
  






    

2

2 2 3 2

( cos sin )

( )

D x R DR

x D

  


 
 

( , )d dW x x     

运用线性卷积和算子 Q 的正规核, 可以算出

( , )f   中所包含的明确微分算子. 在文中, 分别

用文献[14]中 Ramp 滤波器 ( )Rh t 和 Hilbert 滤波器

( )Hh t 来表示算子 Q和 H的核函数, 定义如下: 

2π( ) d | |e ,i t
Rh t  





   (19) 

2π( ) d sig ( )e .i t
Hh t i n  





    (20) 

根据文献[14]中加权函数微分的 Hilbert 变换

可转换为原函数的 Ramp 变换, 并且假设T    
sin( ) D   , 2 cos sinL D x R DR    , 则: 

2π
1

2 2
0

( , , )1
( , ) d

16π

N x
f

T
  

  





   

1 2 2
( ) ( , )d +

h

h

Dd D

R

Dd D

LD
h x x W x x

x D



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  

1

2π
1

12
0

( , , )1
d ( )

16π

h

h

Dd D

H

Dd D

N x
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     

2 2
( , )d .

LD
W x x

x D
  

 
 

最后, 将 ( , )f   和 ( , )f   相加, 则可得到

扇束采样几何中针对 ROI(感兴趣区域)的精确局部

重建公式: 
2π

1

2 2
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( , , )1
( , ) d

16π

N x
f
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  
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1

2π
1

12
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16π

h

h
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16π
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1

2π
1

12
0
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d ( )

16π

h

h

Dd D
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Dd D

N x
h x x

T
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





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2 2
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x D
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Local Reconstruction of Nonuniform Attenuated Fan-beam Projection in 
SPECT 

SHEN Zheng-jie, WANG Jing-ping* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In this work, the inversion formula of the nonuniform attenuated Radon transform (AtRT) with 
complex coefficients in parallel-beam geometry, and the local reconstruction formula in SPECT with nonuniform 
absorption fan-beam data are derived by extending Natterer’s results to the AtRT with imaginary coefficients and 
applying the fan-beam acquisition geometry for the Region of Interest (ROI). The reconstruction result is 
achieved based on a usual transform between parallel-beam and fan-beam coordinates.  
Key words: nonuniform absorption; attenuated Radon transform; region of interest; local image reconstruction 
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