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一类局部射影平坦的广义(α, β)-度量 
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摘要: 作为著名 Hilbert第四问题的正则性情况, 局部射影平坦 Finsler度量的研究一直是 Finsler

几何中的重要问题. 文中主要讨论一类多项式类型的广义 ( , )  -度量, 并得到了此类度量是局

部射影平坦度量的等价条件, 以及利用此等价条件构造了一些新的非闵可夫斯基的局部射影平

坦的广义 ( , )  -度量. 
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1 引言 

著名 Hilbert第四问题是描述在开子集 nU R
上测地线是直线的距离函数, 它是在正则情况下

对局部射影平坦的 Finsler 度量的分类. 黎曼几何

是 Finsler 几何中特殊的一类, 且黎曼度量是局部

射影平坦的当且仅当它有常截面曲率. 在 Finsler

几何中有不少度量由黎曼度量和其他 1-形式构成,

如Randers度量 F    由黎曼度量 i j
ija y y 

和 1-形式 ( ) i
ib x y  构成, 它在物理及生物等领域

都有相关应用. 文献[1-2]证明了 Randers 度量 F   

  是局部射影平坦的等价于 是射影平坦的, 

且  是闭的 1-形式. 文献[3]分类了局部射影平坦

的常曲率 Randers 度量 . 更一般的 ( , )  度量
( )F s (其中 ( )s  是 1 个C函数, /s   )

也是由黎曼度量 i j
ija y y  和 1-形式 (x) i

ib y 

构成. 文献[4]中对局部射影平坦的 ( , )  -度量进

行了分类刻画. 其他关于此类局部射影平坦度量

的相关结果可见文献[6-8]. 

在文献[8]中引入广义 ( , )  -度量 2( ,F b  

)s , 其中, 2( , )b s  是一个 C函数, /s   , 
i j

ija y y  是黎曼度量 , ( ) i
ib x y  是 1-形式 , 

这是一类比 ( , )  -度量更一般的度量. 由于其结

构更一般, 度量类型更丰富, 近年来受到了广泛关

注, 不少局部射影平坦度量也被发现[9-10]. 那么如

何构造更多的新的广义 ( , )  -度量对丰富 Finsler

几何就有重要意义. 

文中笔者将研究如下的广义 ( , )  -度量 F   
2

0 1 2( )f f s f s   , 其中, /s   , i j
ija y y 

是黎曼度量, ( ) i
ib x y  是 1-形式, 2( ),i if f b i   

0,1,2 . 

事实上, 由于我们考虑的是度量局部的性质, 

因此只需考虑广义 ( , )  -度量: 
2( )F f gs hs   , (1) 

其中, /s   , 2( )f f b , 2( )g g b , 1h   , f    
2/ ( )f b  , 2/ ( )g g b    , 并且构造一些新的非闵

可夫斯基的局部射影平坦 Finsler度量.   

如果在局部 2 0f  , 令 2= f  , = /s   , 由

于 /s   , 则 2
0 1 2( )F f f s f s   变形为 F   

2

0 1 2( / )f f s f s   . 

如果在局部 2 0f  , 令 2= f  , = /s   , 

由于 /s   , 则 2
0 1 2( )F f f s f s   变形为 F   

2

0 1 2( / )f f s f s    . 

在以下定理中, 在一定条件下可得到局部射

影平坦度量(1)式的等价条件. 

定理 1  对于开子集 nU R 上广义 ( , )  -度
量 2( )F f gs hs   而言, 假设黎曼度量 是局
部射影平坦的, 则 F 是局部射影平坦的当且仅当
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满足以下条件之一: 

(I)若 f h  , 则  平行于 , 此时 i iG G ; 

(II)若 f h , 则 1h  , 且 2f b c  , c为任意

非负常数. 且存在函数 ( )u u x , 使得 / 2iji jb ua . 

而此时, 2 2+ ( 4 2 ) / (2(i i iG G y u g s g s c b        
2 ))gs s , 其中, iG 和 iG分别为 F 和 的测地系

数．  

从定理 1可见, 情况(I)中  平行于 是平凡的
情形, 而在情况(II)中  为 共形 1-形式. 由此通

过求解  , 可以构造一些特殊的局部射影平坦的

Finsler度量.  

例 1  取 y  为欧氏度量, 显然欧氏度量是

局部射影平坦的. 取 ,x y    , 可见 iji jb  , 因

此, 0ijs  , ij ij ijr a  满足定理 1 中(2)的条件. 

故此时的度量 F 即为非闵可夫斯基的局部射影平

坦度量.  

事实上由黎曼几何的知识可知, 局部射影平

坦的黎曼度量即为具有常数截面曲率的度量, 其

在局部可表示如下: 
2 2 2

2

(1 ) ,

1

x y x y

x


 




   



,  

式中,  为  的截面曲率. 在文献[5]中已给出以

上黎曼度量的共形 1-形式为: 
2

2 3 2

, (1 ) , , ,

(1 )

x y x a y a x x y

x

  




         



,  

式中, 为任意常数, a为任意常向量. 此时,  

2

,
,

(1 )
i j

a x
b

x

 



  



 

2

22

(1 ),
.

1(1 )

ij i j
ij

x x xa x
a

xx

   


   



 

因此, 定理 1中情形(2)已得到了 F 的所有解. 

2 预备知识 

定义 1  在向量空间V 上的闵可夫斯基形式

( ) :F F y V R  是具有以下性质的C函数: 

(a) 0F≥ , 而且 0F  当且仅当 0y  ; 

(b) F 是齐次函数, 即 ( ) ( )F y F y  , 0  , 

y V ; 

(c)对于任意的 \ {0}y V , 基本形式 yg 是正

定的, 其中,  

2
2

0

1
( , ) ( )

2y
s t

g u v F y su tv
s t  

      
. 

定义 2  设流形M 上函数 : [0, )F TM   满
足以下条件: 

(a)在 \ {0}TM , F 是C函数; 

(b)对于任意的 x M , 在 xT M 上, F 是闵可

夫斯基形式, 则称 F 为 Finsler度量. 

( , )F F x y 是开集 nR 上的 Finsler 度量, F 的

测地线满足方程: 
2 2d / d 2 ( ( ),d / d ) 0i ix t G x t x t  , 

其中 , ( , )i iG G x y 称为 F 的测地系数 , 且 iG   
2 2{[ ] [ ] } / 4k l l

il k

x y x
g F y F . 

若 ( , )F F x y 的测地线都是直线, 则称其为

局部射影平坦的 Finlser度量. 在这种情况下, 其测

地系数满足 i iG Py , 其中, ( , )P P x y 是关于 y

的正定一次齐次函数, 则 P称为 F 的射影因子. 

为了简化, 令 i jb 为  关于 的共变导数的系
数. 且记: 

( ) / 2, ( ) / 2, ,j
ij ij i jii j j i i j j ir b b s b b r b r      

, , , , ,j j i ij i ij i
i ji i ji j j is b s y y a r a r s a s r b r      

0 0 0 00, , , .i i ij k i i j
i jk i ijs s y s a s y r r y r r y y     

在文献[8]中, 在开子集 nU R 上定义了广义

( , )  -度量 2( , )F b s 是 Finsler 度量, 其中C

正函数满足: 

(i)当 3n≥ 时, 2 0s   和 22 0  ;  

(ii)当 2n  时, 2 2
2 22( ) 0s b s      . 

则其测地系数 iG 满足: 
2

0 0 00( { ( 2 2i i i iG y G Qs Qs r            

0 0 0 00) ( )}) / { ( 2Rr r s Qs r          
2 2

0 02 ) ( )} ( )i i iRr r s b R r s      ,(2) 

其中, 

2 2 22 2
2 2

2 22 2

( )
, ,

2 ( ( )

s s
Q

s b s s

    


     
 

 
   

 

22 1
2 2

2 22 2

, ,
2( ( ) )

R
s b s s

 


    
 

   
 

2 12 1 22
2 2

2 2 22
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( )( ( ) )

s s

s s b s

    

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 


   

 

2 2
1 22 ( )

,
s b s  

 
 

 
   

2 2

1 2 12 222 2 2
, , , .

( ) ( )b s b s s
          
   
    

 

本文考虑条件如(I)的 Finsler 度量, 则其相应



 

66 宁波大学学报（理工版） 2017 
 

 

的须满足以下条件: 

(i)当 3n≥ 时, 2 0f hs  和 0h  , 

(ii)当 2n  时, 2 22 3 0f hb hs   . 

定理 1 中的条件(II)当 f h  时, 由于自然地
2 2 0b s  , 此时 1h  . 

在证明定理 1的过程中需要以下引理. 

引理 1  若 2b 为常数, 则 0.k ks r   

证明  2 ,iib b b  两边同时对 kx 求导, 可得
2 2 ( ) + 0.k

i i
ik ik k ki kx

b b b b s r r s      

引理 2  若 0 ,s c  则 0.is   

证明  由已知得 ,i is cb  两边对 ib 作缩并得, 
2 0i

icb cs b  , 显然可得 0c  , 所以 0.i is cb   

引理 3  如果 0,U V    其中 = i j
ija y y 是

黎曼度量, U 和V 是关于 y 的多项式, 则 0,U   

0.V   

证明  显然成立. 

3 主要定理的证明 

命题 1  黎曼度量 和广义 ( , )  -度量 F 是

局部射影平坦的, 则 
2

00 0 0{ ( ) ( ) 2i i i i ib r b r s R r s b          
2 2 2

0 0 2 } ((i iQs Qs b Rr R         

0 0 00 0)( ) 2r s r Qs       
22 ) 0.iRr y    (3) 

证明  由于 是局部射影平坦, 则 i iG P y  ,

其中, = / (2 )k

k

x
P y   是黎曼度量 的射影因子. 

再由(2)式可得存在 1-形式 ( , )P P x y , 使得 
i i iG G Py  , (4) 

其中, 
2

0 0 00{ ( 2 2 )i i iG G Qs Qs r Rr            

0 0 0 00( )} / { ( 2ir s y Qs r         
2 2

0 02 ) ( )} ( )i i iRr r s b R r s      . 

(4)式两边同时与 j
i ijy a y 作缩并, 可得: 

2
00 0 0 0( ( 2 2 ) ( )) /P r Qs Rr r s         

2
0 00+( ( 2 2 )Qs r Rr        

2 2
0 0 0 0( ) ( )) /r s R r s      . (5) 

把(5)式代入(4)式, 可得: 
2

00 0 0{ ( ) ( ) 2i i i i ib r b r s R r s b          
2 2 2

0 0 2 } {(i iQs Qs b Rr R         

0 0 00 0) ( ) 2r s r Qs        
22 } 0iRr y   . 

定理 1证明   通过(2)式可知充分性是显然的, 

此时只需证明必要性即可. 

由命题1可知 , 将 2f gs hs    代入(3)式 , 

并整理可得: 
6 5 4 3 2

6 5 4 3 2 0 0,i i i i i iW W W W W W          (6) 

其中, 
2

6 {2 ( 2 )( )}i i i iW f b hr f hb r s    , 
2

5 {2 ( 2 )( )}i i i iW g b hr f hb r s       
2

0 0 0 0 0( ) 2 ( )i i i ig fb r s gh s b b s gfs     , 
2 2

4 0 03 ( ) 2 {2 ( )i i i i iW f h r s h h b s b s      

0 0 0( ) } (i i i ib f r s y rf fs y ff        
2

0 0 002 )( )i iy f hb r s b hfr   , 
3

3 03 ( ) {2 3 2i i i i i iW hg r s h y rg gs b g         
2 2

0 0 0 0 0( )} 2 { ( )}ir s hy s g b g r s     , 
2 3

2 0 0 0 006 { ( )i i i iW s h h y f r s b hr        
2

0 004 }i iy hs y hfr  , 
2 3

0 00
i iW y h r . 

由引理 3可得: 
6 4 2

6 4 2 0 0,i i i iW W W W       (7) 
2

5 3 0.i iW W    (8) 

(7)式与(8)式分别两边同时对 ib 作缩并, 可得: 
6 2 4

0 0 0{ ( 2 )}ff r hrf f f s f r hs            
3

0 0 0 00{ ( 2 ) (h f s f r hs hr f      
2 2 2 2 4

00) } 0hb h r    , (9) 
2 2 2

0 0 0{ ( ) }b fg r s rfg s fg h         
2

0 0 0{( ( ) } 0b g r s gs rg      . (10) 

(9)式关于 的最低次项系数为 2 4
00h r . 所以

存在数量函数 ( )u u x 使得 2
00r u , 进而可得: 

.ij ijr ua   (11) 

把(11)式分别代入到(9)式与(10)式, 可得: 
3 2

0{ ( ) (2 ) ( )hu f h hs h f u f h          
2 2 2

0( ) (2 ) }hb f fs h f        
2 4( ) 0.b fu f h     (12) 
2 2 2

0( )( ) 0.g b g f h s     (13) 

因为 2 是不可约的, 通过(12)式可得: 

( )=0fu f h  . (14) 

情形 1 0f  , 把其代入到(12)式, 可得 0(2s   
2 2) + 0u ub    . 由引理 3得 0u  , 再将其代入上

式, 得到 0 0s  , 则 0is  . 将 0ijr  与 0is  代入到

(8)式, 可得 2 2 2
0 (2 3 ) 0ighs b    , 即 0 0igs  . 

情形 2 f 为非零常数, 则 0f   . 由 (14)式可
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得 0u  , 再由 (11)式可得 0ijr  . 将其代入 (12)式, 

可得 2 2
0 ( ) 0h s f h    . 显然可得 0 0s  , 则 is   

0 . 再把上述公式代入到 (8)式, 可得 2{( 2 )f hb   
2 2

03 } 0ih gs   , 即 0 0igs  . 

由情形 1 和情形 2 可知, f 为常数时, 0is  , 

0ijr  , 0 0igs  . 

当 0g  , 由(7)式显然可得 0 0is  , 则 0ijs  . 

进而可得 0,i jb   所以  平行于 . i iG G .  

当 0 0is  , 则 0ijs  . 由于 ( ) / 2 0,ij iji jb r s    

所以  平行于 . 此时 i iG G . 

情形 3  设 f 是关于 2b 的函数, 且 f h  , 再

由 (14)式可得 0u  , 即 0ijr  . 将其代入到 (12)式

可得 2 2
0 (2 )( )=0s h f h f   .  

显然 2f h   . 假设 0 0s  , 则 0is  , 再由

0u  和(11)式可得 0ijr  . 则由引理 2 可得, 2b 为

常数, 这与情形 3矛盾. 则 2f h   .  

由 (13)式显然可得 2 0g b g   . 进而可得 f   
2 2

1 22 , /hb c g c b   , 1 2,c c 为任意常数. 

把上面公式代入到 (8)式, 可得 0( i ig b s s     
2 2 2

0 1)( 3 ) 0is b c h   . 显然可得: 
2

0 0 0i i ib s s s b   ,  (15) 

两边同时对 jy 求导, 得到 2 0i i i
j j jb s s b s b   , 

再两边同时对 iy , jb 作缩并 , 可得 2
02 0s b  , 则

0 0s  , 则 0is  . 将其代入到 (15)式, 可得 0ijs  . 

这与情形 3矛盾. 所以不存在情形 3这种情况. 

情形 4  f h  , 且 0u  , 则 ij ijr ua . 将其代

入到 (12)式, 可得 2 2
0 (2 )( )=0s h f h f   . 

显然 0 0s  , 再由 (8) 式可得 0 0is  . 此时 , 

/ 2iji jb ua . 把以上公式代入到 (2)式, 可得:  
2

2 2

( 4 2 )
+

2( )
i i iu g hs g s
G G y

c hb gs hs 
 


  

. 
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On a class of projectively flat general ( , )  -metrics 

WU Ya-dong, Li Ben-ling* 
( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: As the regular case of famous Hilbert’s fourth problem, the study of projectively flat Finsler metric is 
an important problem in Finsler geometry. In this paper, we discuss and prove equivalent conditions for a class 
of polynomial type, projectively flat general ( , )  -metrics. Using the equivalent conditions, we construct some 
new non-Minkowskian projectively flat general ( , )  -metrics. 
Key words: Finsler metric; projectively flat; general ( , )  -metrics.  
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