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基于 Duhem模型和逆模型的压电执行器精密定位及控制 

孙  涛, 李国平*, 孙浩益 
（宁波大学 机械工程与力学学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 为提高压电执行器的定位精度, 研究了压电执行器的 Duhem 模型及逆模型, 并对传统的

Duhem模型进行改进, 将原有的模型分为上下 2个半环, 分别进行建模. 然后采用样条曲线插值

和神经网络对Duhem模型参数进行辨识, 利用辨识结果建立压电执行器的Duhem模型及逆模型, 

并利用 PI 逆模型作为 PID 反馈控制的前馈环节进行复合控制, 提高压电执行器的定位精度. 结

果表明: 该模型在变幅三角波电压下的输出绝对平均误差为 0.081 0 μm, 复合控制下的输出绝对

平均误差为 0.053 9 μm, 能有效地提高压电执行器的定位精度.  
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压电陶瓷具有定位精度高、驱动力大、响应速

度快等优点, 是目前微位移技术中比较理想的驱

动元件, 在振动主动控制、高精度非圆切削系统以

及机器人位移调节等精密工程领域具有广泛的应

用前景. 但是压电执行器的输入电压和输出位移

之间呈现明显的非线性和压电材料固有的迟滞特

性, 给精密定位带来了一定的困难[1-2], 因此需要

对压电执行器建立精确的迟滞模型. 目前运用较

多的迟滞模型有 Preisach 模型[3-4]、KP 模型[5]、PI

模型[6]、Duhem模型[7]等, 其中前 3 个模型都是建

立在迟滞算子加权叠加的思想上. 而 Duhem 模型

是一种由微分方程描述的迟滞模型, 具有明确的

函数表达式, 为建立其逆函数提供了便利. Duhem

模型是输入信号导数的函数, 模型输出与输入信

号的速率相关, 是一种动态模型, 符合实际智能材

料中迟滞非线性的动态特性, 因此此模型能够更

精确地描述迟滞非线性.  

根据传统迟滞模型建立的迟滞回线都具有对

称特性, 然而在实际情况中, 压电执行器的迟滞回

线是不对称的, 所以一些学者对传统的迟滞模型

进行改进, 使其具有非对称的特性. 如 Hwang等[8]

对 Preisach 模型的上升段和下降段分别进行建模. 

Jiang 等[9]将 play 算子分成 2 个独立的上三角算子

和下三角算子, 然后得到不对称的迟滞回线. 与之

类似, 裘进浩等[10]将经典Maxwell模型改成 2个三

角形单元的组合, 同样得到不对称的迟滞回线. 本

文为定位的精确性, 对 Duhem 模型进行改进, 将

整个模型分为上升部分和下降部分, 然后分别对

迟滞回线的上升段和下降段进行建模. 再利用样

条曲线插值和神经网络技术辨识模型参数, 从而

得到更精确的迟滞模型.  

1 建立迟滞模型 

Duhem模型认为仅当迟滞输入改变方向时, 其

输出特性才会发生改变[11], 其迟滞模型表达式为:  

1 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )w t f w v v t f w v v t     , (1) 

其中, ( ) max[0, ( )]v t v t   , ( ) min[0, ( )]v t v t   .  

Coleman 等[12]深入地研究了 Duhem 模型, 利

用微分方程来表达迟滞模型:  

 d d d
( ) ( )

d d d

w v v
f v w g v

t t t
   , (2) 

其中,  为常数; v为迟滞输入; w为迟滞输出.  

( )f  , ( )g  定义如下: (1) ( )f  是分段光滑, 单调

递增奇函数 lim ( )
v

f v

 是有界的; (2) ( )g  是分段连续 
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的偶函数, 且 lim ( )
v

g v


 lim ( )
v

f v

 ; (3)对于所有的

v >0, ( ) ( ) e ( ) ( ) e dv v

v

f v g v f g    


    成立.  

对式(2)进行积分, 得到: 
0( v )sgn( )

0 0( ) [ ( )]e v vw f v w f v       

0

0

( v )sgn( ) sgn( )e [ ( ) ( )]e d
vv v v

v
g f       . (3) 

利用
d d d

d d d

w w v

t v t
 代入(2)式, 当 v增加时, 则:  

d
[ ( ) ] ( )

d
U

U

w
f v w g v

v
   , (4) 

当 v减小时, 则: 
d

[ ( ) ] ( )
d

D
D

w
f v w g v

v
    , (5) 

其中, Uw 为上升段对应的迟滞输出; Dw 为下降段

对应的迟滞输出; ( ), ( )f g  为光滑分段连续函数.  

联立式(4)和式(5), 可得到: 
d d1 1

( ) ( )
2 2 d d

U D
U D

w w
f v w w

v v
     
 

, (6) 

d d1 1
( ) ( )

2 d d 2
U D

U D

w w
g v w w

v v
     

 
. (7) 

对式(4)和式(5)分别进行积分, 得到: 
0( )

0 0( ) [ ( )]e v v
Uw f v w f v       

0

e [ ( ) ( )]e d
v

v

v

f g      , (8) 

0( )
0 0( ) [ ( )]e v v

Dw f v w f v       
0

e [ ( ) ( )]e d
v

v

v

f g     . (9) 

2 迟滞模型的辨识 

由式(8)和式(9)可知, 只要确定 , ( ), ( )f g   就
能得到 Duhem 上、下半环的模型. 对曲线进行辨

识可以采用分段线性插值和分段三次Hermite插值, 

其特点是具有一致收敛性, 但光滑性较差, 显然不

符合 Duhem 中函数 ( ), ( )f g  分段光滑的要求. 也

可采用高次多项式进行拟合, 这种方法得到的曲

线虽然光滑, 但不具有收敛性, 而且会产生 Runge

现象. 因此本文采用样条插值方法对 Duhem 模型

进行辨识.  

样条函数 ( )S x 是定义在 [ , ]a b 上的, 在 [ , ]a b 上

有划分 0 1: na x x x b      ,  

( )S x 满足如下条件:  

(1) ( )S x 在每个子区间 1[ , ]( 1,2, ,j j jI x x j    

)n 上都是不超过 m 次的多项式, 至少在一个子区

间上为 m次多项式;  

(2) 1( ) [ , ]mS x c a b .  

以下为推导 ( )S x 的过程, 其中 m取为 3.  

( ) , 0,1, ,j jS x M j n   . 由于 ( )S x 是二阶光

滑的分段三次多项式, 于是 ( )S x 是分段线性连续

函数. 在 1[ , ]j jx x  上 ( )S x 可设为:  

1
+1 1

1 1

( ) , [ , ],j j
j j j j

j j

x x x x
S x M M x x x

h h



 

 
    (10) 

其中, jM 为待确定参数, 1 1 , 0,1, ,j j jh x x j      

1n  . 

对式(10)两端在 1[ , ]j jx x  求两次积分, 便得到

下列关系式: 
2 2

1
1

1 1

( ) ( )
( )

2 2
j j

j j
j j

x x x x
S x M M

h h



 

 
     

1, [ , ]j j jA x x x  , (11) 
3 3

1
1

1 1

( ) ( )
( )

6 6
j j

j j
j j

x x x x
S x M M

h h



 

 
     

1( ) , [ , ]j j j j jA x x B x x x    , (12) 

其中, jA 和 jB 为积分常数. 下面记 ( )j jf f x , 利

用插值条件有 1 1( ) , ( )j j j jS x f S x f   得出满足 jA

和 jB 的方程:  
2 2

1 1
1 1 1, ,

6 6
j j

j j j j j j j j

h h
M B f M A h B f 

        

从而得到:  
2

1 1 1
1

1

, ( ),
6 6
j j j j

j j j j j j
j

h f f h
B f M A M M

h
  





      

将该式代入式(11)和式(12)中, 得到: 
3 3

1
1

1 1

( ) ( )
( )
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j j
j j

x x x x
S x M M

h h



 

 
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2
1

1 1
1
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j j j j

j

x x h
f f M M

h


 



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2
1

1, [ , ]
6
j

j j j j

h
f M x x x

  , (13) 

2 2
1

1
1 1

( ) ( )
( )

2 2
j j

j j
j j

x x x x
S x M M

h h



 

 
     

1 1
1 1

1

( ), [ , ].
6

j j j
j j j j

j

f f h
M M x x x

h
 

 



    (14) 

可见, 只要知道 ( 0,1, , )jM j n  , ( )S x 的表
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达式就能完全确定. 为了唯一地确定 0 1, , ,M M   

nM , 还需要利用边界条件来补充方程.  

第一边界条件情形: 由边界条件 ( ) ( ),S a f a   

( ) ( )S b f b  得到,  

1 0
0 1 0

1 1

1
1

6
2 ( ),

6
2 ( ),n n

n n n
n n

f f
M M f

h h

f f
M M f

h h




   

  
 (15) 

其中 , 0 ( ), ( )nf f a f f b     . 联立式(16)和式(17)

得到线性方程组:  

1 1

2 2

1 1

2 1 0 0 0 0

2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 2

0 0 0 0 1 2
n n

 
 

  

 
 
 
 

 
 
 
 
  





      




 

0 0

1 1

1 1

2 2

n n

n n

M d

M d

M d

M d
 

 

   
   
   
   
   
   
   
   

  , (16) 

其中, 

1 0
0 0

1 1

6
( ),

f f
d f

h h

    

1 16 [ ], 0,1, , ,j j j jd f x x x j n     (17) 

16
( ).n n

n n
n n

f f
d f

h h
   

很容易验证式(16)对应的系数矩阵为严格对

角占优矩阵, 所以其存在唯一解, 可用线性代数方

程组的追赶法解此方程. 求出 0 1, , , nM M M 代入

式(13)就可以到 S(x)的表达式.  

对 Duhem模型 ( ), ( )f g  函数的辨识步骤:  

(1)首先通过实验分别确定 ( ), ( )f g  的加载电
压范围[ , ]a b ;  

(2)然后设定 ( ), ( )f g  在[ , ]a b 上的节点个数 n;  

(3)在完成前2个步骤的基础上利用上述样条插

值方法对其进行辨识, 辨识前需要通过实验得到

( ), ( )f g  每个节点的输入和输出值. 由于上升段和

下降段的输入、输出及导数都可求出, 所以根据式

(6)和式(7)可求出 ( ), ( )f g  每个节点的输入和输出
值.  

对权值向量 的辨识思想是到寻找最佳的 , 

使得模型的输出与实际测量数据的均方误差最小, 

根据Widrow-Hoff学习算法, 权值向量 的学习规
律为: 

( 1) ( ) 2 nk nkk k be p    . (18) 

为了更好地划分引入偏置值 b, 偏置值的学习

规律为:  

( 1) ( ) 2 nkb k b k be   , (19) 

其中, nke 为实际值与模型值间的误差;  为学习
速度, 如果学习速率越大, 学习的速度越快, 但过

大的学习速率会造成修正过度, 反而使误差更大; 

nkp 代表一个搜索方向.  

根据式(13)、式(18)和式(19)确定 , ( ), ( )f g   , 

就能得到 Duhem 上、下半环的模型. 图 1 为压电

执行器在变幅电压下的辨识结果, 图 2为压电执行

器在变幅电压下辨识的误差. 

 

图 1  变幅三角波电压下的位移曲线 

 

图 2  变幅三角波电压下的误差图 

由实验数据可以得到 Duhem 模型在变幅电压

下的平均绝对误差为 Error(AVG)=0.081 0 μm. 

3 Duhem逆模型及复合控制 

由于 Duhem模型的上升段和下降段均为单调, 

所以存在逆函数, 且关于 y x 对称, 可设[13]:  
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当
d

0
d

w

t
≥ 时, 

d
[ ( ) ] ( ),

d U U
U

v
f w v g w

w
    (20) 

当
d

0
d

w

t
 时, 

d
[ ( ) ] ( ),

d D D
D

v
f w v g w

w
    (21) 

当
d

0
d

w

t
≥ 时, 0( ) [ ( )]U Uv f w v f w     

0

0

( )e e [ ( ) ( )]e d
U

U U

w
w w w

w

f g        , (22) 

当
d

0
d

w

t
 时, 0( ) [ ( )]D Dv f w v f w     

0

0( )e e [ ( ) ( )]e dD D

D

w
w w w

w

f g        . (23) 

逆模型中的参数 , ( ), ( )f g   与正模型的相同.  

引入 Duhem 逆模型作为闭环控制的前馈控制

环节, 结合 PID控制构成复合控制. 因为前馈控制

可使平台具有较快的响应速度, 但不能完全消除

平台输出位移的迟滞误差; 而PID反馈控制则可完

全消除平台输出位移的迟滞误差, 但会降低平台

的响应速度. 而复合控制具有良好的综合性能, 即

响应速度快、定位精度高, 其基本原理框图如图 3

所示. 其中, 压电执行器包括前、后压电执行器, 

迟滞逆模型同样也包括前后 2 个压电执行器的逆

模型.  

复合控制规律为: 
1( ) [ ( )] ( )[ ( ) ( )]u k D x k G z x k y k   , (24) 

式中, 1[ ( )]D x k 为迟滞逆模型输出; ( )G z 为 PID

控制器的传递函数.  

复合控制的具体过程如下: 将电涡流位移传

感器测得的伺服刀架实际位移 ( )y k 同期望位移

( )x k 比较, 将偏差 ( )e k 作为 PID 反馈控制器的输

入, 经反馈控制器运算后的控制电压叠加在前馈

控制电压上, 得到复合控制电压 ( )u k , 经D/A转换

后控制压电执行器驱动电源, 驱动电源驱动压电

执行器, 使其输出相应的位移.  

对压电执行器输入 4 μm 的阶跃信号, 得到复

合控制后的位移值如图 4所示.  

 

图 4  复合控制下的阶跃响应曲线 

由图 5可知, 在 4 μm的阶跃输入作用下, 压电

执行器的实际输出位移同参考位移之间的平均误

差为 0.053 9 μm, 响应时间为 0.18 s. 复合控制既可

使压电微动平台具有较快的响应速度, 又可使其

具有较高的定位精度.  

 

图 5  复合控制下的误差曲线 

4 结语  

将传统的 Duhem模型分为上、下 2个半环, 并

分别利用样条曲线和神经网络对函数 ( ), ( )f g  和
权值向量 进行辨识, 利用辨识结果得到了精确

的 Duhem 迟滞模型及其逆模型. 并将迟滞逆模型

作为闭环控制的前馈控制环节, 结合PID控制构成

复合控制, 通过实验验证得到复合控制下压电执

行器的输出平均绝对误差为 0.053 9 μm, 为压电执

行器的精确定位技术打下一定的基础.  

 

图 3  复合控制原理框图 
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Accurate positioning and control of piezoelectric actuator based on  
Duhem model and inverse model 

SUN Tao, LI Guo-ping*, SUN Hao-yi 
( Faculty of Mechanical Engineering & Mechanics, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: In order to improve the positioning accuracy of the piezoelectric actuators, the Duhem model and the 
inverse model of piezoelectric actuators are investigated and improved. The original model is divided into two 
half-rings, which are modeled individually. By using the spline interpolation and neural network to identify the 
Duhem model parameters, the Duhem model and inverse model of piezoelectric actuators are established. 
Furthermore, by using PI inverse model as a feed forward segment of PID feed-back control, a composite control 
is implemented to improve the positioning accuracy of piezoelectric actuators. Experimental results indicate that 
the average error is 0.081 0 μm and the absolute error is 0.053 9 μm under the composite control, hence it 
effectively improves the positioning accuracy of the piezoelectric actuator. 
Key words: Duhem model; Duhem inverse model; spline curve; neural networks; composite control   
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