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基于低秩表示的图像修复方法 
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摘要: 现实场景中, 存在很多原因导致所获图像信息并不完整, 其中会存在少许的破损, 这对基

于此数据进行下一步的研究造成了障碍. 针对图像存在的破损问题, 提出一种基于低秩表示的

图像修复方法. 通过图像的矩阵存储方式, 由稀疏理论获取其低秩表示, 提取到图像的全局特征. 

根据所获的低秩表示, 结合缺损区域与其相邻区域的相似性, 将缺损区域逐步缩小, 并对缩小区

域进行强制校正, 从而完成修复图像任务, 最后得到补全后的最终图像. 在二维图像上设计对比

实验进行验证, 结果证明该方法在结构简单图修复、破损老照片修复、去除叠加文字以及大块物

体移除等方面都具有良好的性能. 实验结果表明, 低秩表示在图像修复方面具有获取全局信息

的优势, 修复效果良好.  
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图像修复一直是模式识别和图像处理领域研

究的一个热点问题[1-2], 其主要任务是采取相关算

法或规则剔除图像中多余的噪声, 并充分利用图

像中剩余部分的信息修复图像中的缺失信息. 图

像修复可以应用到很多领域[3], 例如出土文物的修

复, 图像中误入物体及人物的移除, 影视作品中特

殊效果的制作等等.  

图像内在的结构信息和先验属性可由图像的

稀疏表示(Sparse Representation)模型进行描述[4-5], 

稀疏表示最初在信号表示领域提出[6]. 为实现对信

号更加灵活、简洁和自适应的表示, Mallat等[7]在小

波分析理论基础上, 于 1993 年首次提出了信号在

过完备字典上进行分解的思想. 所谓过完备字典, 

是一组在信号组成的空间中足够密集的基集合. 

由于基是过完备的, 因此经过分解得到的信号表

示系数将绝大多数为零, 即可以得到信号的一个

非常简洁、稀疏的表达, 称为稀疏表示.  

随着稀疏理论的发展, 矩阵的低秩表示(Low- 

Rank Representation, LRR)成为近几年学术界研究

的热点[8-10]. 对于二维矩阵来说, 前几个主分量所

张成的子空间中, 行列相关性和低维子空间都指

向线性代数中矩阵秩的概念, 低秩表示就是在寻

找使得矩阵秩最小的线性组合方式(线性表示). 由

此可以得出秩是矩阵稀疏性的合理度量, 低秩表

示是稀疏表示在矩阵上的扩展[11]. 矩阵秩最小化

主要是利用原始数据矩阵的低秩性进行矩阵的重

建, 低秩矩阵的恢复则是同时利用原始数据的低

秩性和误差矩阵的稀疏性来恢复数据矩阵.  

低秩表示旨在找出矩阵内样本点之间的内在

关系[12-14], 提取的是一种全局特征, 主要通过逐渐

逼近的凸优化算法得到矩阵的低秩表示, 从而获

得数据的全局性特征.  

受到低秩表示在挖掘数据全局信息方面具有

很大优势的启发, 我们提出了一种基于低秩表示

的图像修复方法(Low-Rank Representation Image 

Inpainting, LRRII), 该方法基于图像和矩阵的对应

关系, 利用低秩表示获取图像的全局信息, 将原始

数据分成两部分—–低秩部分和噪声误差部分, 去

除误差, 从而填补缺损的数据. 该方法能够更好地

提取到图像数据的全局特征信息, 可以有效地剔
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除破损区域与其周围的相异性, 并且在每一步迭

代中强制校正修复过程中被破坏的数据, 增强了

图像修复的效果. 将该方法应用于二维图像修复

的相关实验中进行验证, 结果表明, 基于图像的全

局信息, 低秩表示的图像修复方法能够更好地提

取到全局特征.  

1 相关工作 

目前图像修复方法主要有两类, 一类是针对

图像中缺损的小部分信息进行的图像修补

(Inpainting)方法, 主要是利用偏微分方程[3](Partial 

Differential Equation, PDE)处理几何图像模型, 如

Bertalmio和Chan等人于 2000年提出的Bertalmio、

Sapiro、Caselles、Ballester(BSCB)算法以及基于图

像模型的变分(Total Variation, TV)修补方法[1-2]. 由

于该类分析方法过于依赖图像的局部信息, 在修

复较大区域时存在明显的模糊现象. 因此, 该方法

主要适用于修复非纹理图像以及小尺度污损的纹

理图像.  

另一类方法是针对图像中缺失的大块信息进

行填充的图像补全(Completion)技术, 主要是纹理

合成的方法. 例如 Criminisi等[15]于 2004年提出的

基于样本块的图像修复算法, 该算法在修复过程

中会利用前一步修复的结果, 但这会导致修复误

差的错误蔓延, 将有可能导致图像修复过程的失

败. 人们对这类算法进行了很多的改进, 例如为了

保持结构部分的连贯性, 可以通过添加修复辅助

线的方式来优先修复结构部分[16]; 为了减少误匹

配现象, 可以通过引入颜色比率梯度到匹配准则

当中. 这些方法虽然能够寻找到最优匹配块并填

充到破损区域当中, 但是会引起块效应和接缝效

应[17]. Bugeau 等[18]在偏微分方程的基础上结合自

相似性约束对匹配信息进行处理, 该方法虽然在

一定程度上减少了块效应和接缝效应带来的影响, 

但是也在破损区域的修复结果中留下了平滑的痕

迹. 

稀疏表示在图像去噪以及超分辨率分析等方

面都取得了广泛地应用[5]. Shen等[19]提出了一种在

过完备字典上使用图像稀疏表示的图像块修复算

法, 其将样本块的修复问题转化为了不完整信号

的稀疏重建问题. Wang 等[20]假设待修复块可以被

众多无损块的低维线性模型描述, 于是将图像修

复问题转化为一系列低秩矩阵的恢复与填充问题, 

但是上述 2 篇文献中计算置信度的方法仍然采用

的是 Criminisi 等[15]提出的确定待修复块顺序的方

法, 对于修复图像中结构部分的连贯性仍然得不

到很好的保持. Xu 等[21]研究了自然图像块的稀疏

性之后, 提出用块结构稀疏性来度量块修复的优

先级, 并用多个相似匹配块的稀疏表示对破损区

域的待修复块进行修复填充.  

2 低秩表示图像修复算法(LRRII) 

常用算法主要是基于训练样本学习的字典来

重构信号, 这种方法对无污染或者只有少量噪声

的信号效果较好. 在线性代数中, 如果某矩阵的每

一列都是来自于同一模式的, 那么我们就称它们

是线性相关, 即该矩阵是低秩的. 所以如果该矩阵

被稀疏噪声污染了, 就可以通过秩最小化分离噪

声来恢复该矩阵了.  

2.1  低秩表示的获取 
本文方法基于低秩表示 LRR, 为方便起见, 假

设观察到的数据矩阵 m nR X 可以表示成 1[ ,xX  

2 , , ]nx x , 每列是一个样本 , 1, 1,2, ,m
ix R i    

n , 它们可以被一个字典 1 2[ , , , ]mA a a a  的线性

组合表示为:  

AX Z , (1) 

式中, 1 2[ , , , ]nz z z Z 是系数矩阵. 字典 A通常

是过完备的, 因此对于问题(1)会有多个可行解. 

Elhamifar 已经证明了对于每一个 ix 都可以用一个

合适的字典 A 对其进行稀疏表示[22], 然而正如前

文提到的, 稀疏表示并不能获得数据 X 的全局信

息, 但是低秩表示却刚好能够解决此问题. 考虑到

现实场景中图像是存在噪声的, 所以引入噪声项

E , 于是低秩表示模型可以表示为下列问题:  

,
min  ( ) || || ,

s.t. ,

lrank

A




 

Z E
Z E

X Z E
 (2) 

式中, 为噪声权重参数; || ||l 表示某种范数, 一

般情况下, 用 F-范数( 2|| ||F )刻画高斯噪声, 用 1l -范

数刻画稀疏误差, 用 2,1l -范数刻画特定样本的污损

和异常点. 设上述问题的最优解 *Z 是数据 X 关于

字典 A的低秩表示, 最小的 *E 是数据 X 的误差矩
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阵. 很明显, 由于秩函数( ( )rank Z )的离散性质, 问

题(2)是一个非凸问题, 但是在特定情况下[23], 寻

找给定矩阵的低秩逼近可以通过最小化它的核范

数(Nuclear Norm)来代替求解, 于是问题(2)可以重

写为下述优化问题:  

* 2,1
,

min || || || || ,

s.t. ,A




 

Z E
Z E

X Z E
 (3) 

式中, 
*
 表示矩阵的核范数[24], 也就是矩阵奇异

值之和. 假设( *Z , *E )是问题(3)的解, 那么通过低

秩表示恢复出来的 X 就可以表示为 *X E 或者
*AZ .  

2.2  图像修复的数据表示 
对于给定的图像 I , 其中破损部分记作 , 图

像剩余部分记作 , 破损的边缘记作  , 图像修

复的任务就是要利用 部分的信息填充破损部分
 (图 1). 为了充分利用图像完好部分的信息以及

破损部分与其周围像素之间的相关性, 所以低秩

表示中的字典 A 就由 部分表示. 数据 X 包含恢

复出来的信息, 并因此对应图像修复中破损区域

 , 但 X 除了包含破损区域 以外, 还应包含部

分 区域.  

 

图 1  图像修复数据表示图 

选择合适大小的块, 对图像 I 进行分块处理, 

并将分得的小块向量化. 对于每一个向量包含的

信息有 3种情况: 全部由完好区域形成、全部由破

损区域形成、既包含完好区域也包含破损区域. 因

此根据向量包含的内容可以将其分为 2类, 其中全

部由完好区域形成的向量为一类, 组成一个矩阵

记为低秩表示中的字典 A , 而所有与破损区域
有交集的向量组成的矩阵记为数据 X , 也就是说

X 中既包含了所有破损区域的信息, 也包含了部

分完好区域的信息, 而包含完好部分的信息大部

分是破损区域边缘有用的信息. 在低秩表示过程

中, 每一次迭代数据 X 都会发生变化, 对于 X 中破

损信息的变化, 认为是更接近于真实数据, 即在执

行恢复的操作; 但是对于 X 中包含的那部分完好

区域的信息而言, 一旦 X 发生变化, 就认为是完

好的信息受到了破坏, 而这些被破坏了的完好信

息是作为参考信息去修复图像的. 因此为了保证

修复结果的正确性, 需要在低秩表示的基础上对

数据 X 进行一次强制校正的过程, 总是保持数据

X 中完好区域的信息不变. 本文的低秩表示算法

可以表示为:  

* 2,1,
min || || || || ,

s.t. ,

   , ( , ) ,ijij

A

i j






  
  

Z E
Z E

X Z E

X X

 (4) 

式中, ijX 表示首次分块得到的数据 X .  

2.3  算法设计 
由于问题(4)是在问题(3)的基础上对 X 进行了

强制校正, 所以先将问题(3)转化为下述形式:  







* 2,1,
min || || || || ,

s.t. ,

    ,

A



 




Z E
J E

X Z E

Z J

 (5) 

可用增广拉格朗日乘子法[25](Augmented Lagrange 

Multiplier, ALM)对上式进行求解, 也就等价于求

解下列问题:  
T

* 2,1 1|| || || || ( ( ))tr Y A     L J E X Z E  
T 2

2( ( )) (|| ||Ftr Y A    Z J X Z E  
2|| || ) / 2FZ J , (6) 

式中, 1Y 和 2Y 是拉格朗日乘子, 0  是惩罚参数. 

通过固定其他变量分别求解 J, Z和E, 并且更新 1Y

和 2Y . 上述问题可由精确 ALM 或者非精确 ALM

求解 , 本文为提高算法效率 , 决定采用非精确

ALM 对问题(6)进行求解, 具体过程如下述算法所

示.  

算法  低秩表示图像修复算法(LRRII). 

输入  字典 A、数据 X 、参数 . 

输出  ( , )Z E . 

初始化  0 Z J , 0E , 1 0Y  , 2 0Y  , 
610  , 10

max 10  , 1.1  , 810   

(1)固定其他变量更新 J , 

2

*
21

2

1
arg min || || || ( ) ||F

Y

 
   J J J Z . 

(2)固定其他变量更新 Z , 

  

  

  
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T 1 T T
1 2( ) ( ( ) ( ) / ).I A A A A Y Y      Z X E J  

(3)固定其他变量更新 E , 

21
2,1

1
arg min || || || ( ) || .

2 F

Y
 

    E E E X XZ   

(4)强制校正 X , 

, ( , )ijij i j  X X . 

(5)更新拉格朗日算子 1Y , 2Y , 

1 1 ( )Y Y A   X Z E , 

2 2 ( )Y Y   Z J . 

(6)更新参数  , 

maxmin( , )   . 

(7)检查收敛条件, 

|| ||A   X Z E 且 || ||  Z J . 

若收敛条件成立, 则循环结束, 否则跳回第一

步, 直到收敛条件满足为止.  

上述算法主要的计算量集中在第一步和第三

步, 可以看出这两步的问题都是凸问题, 因此它们

都有封闭形式解 . 第一步可以通过奇异值阈值

(Singular Value Thresholding, SVT)算子[26]求解, 第

三步可以通过 Liu等[12]工作中的引理 1求解.  

本文采用低秩表示的方法对破损图像进行修

复, 将待修复图像分为破损区域和非破损区域, 预

处理后作为低秩表示的输入数据, 在每一步的迭

代过程中, 对非破损区域的数据进行强制校正, 以

保证正确的信息能最大限度地得到利用.  

3 实验设计及结果分析 

实验所用计算机配置: Intel(R) Core(TM) i7- 

2600K CPU @3.40GHz, 16GB内存, 软件平台为安

装在Windows 10操作系统下的MATLAB R2014a. 

为了验证本文方法的有效性, 设计了下述实验, 其

中, 稀疏噪声矩阵采用的是 1,2l 范数.  

图 2是对结构简单的破损图像的修复结果. 从

图 2(c)中可以看出, 采用Criminisi算法修复的结果   

       
(a)源图像 (b)待修复图像 (c)Criminisi算 (d)本文方法 

法修复结果 修复结果 

图 2  结构简单图像的修复结果比较图 

有明显的纹理延伸错误, 对比图 2(d), 本文方法利

用破损图像中未破损区域的全部信息, 全局把握

了整个修复过程, 因此修复的图像视觉效果良好. 

图 3 是使用本文方法去除图片中文字的修复

结果, 所选图像结构对称, 具有低秩性. 用本文提

出的基于低秩表示的图像修复方法对破损图像进

行修复, 修复效果良好. 实验表明本文方法在修复

低秩图像方面具有很大的优势.  

   
(a)源图像 (b)待修复图像 (c)本文方法修复结果 

图 3  文字移除修复结果比较图 

图 4是对破损老照片的修复结果. 根据照片中

的破损区域边缘信息通过人工交互的方式获得待

修复区域, 然后运用本文提出的算法对其进行修

复. 可以看出, 图 4(b)中白色的划痕在图 4(c)中消

失不见, 由此说明, 本文提出的方法在修复破损老

照片方面也具有很好的效果.  

图 5是对图像中物体移除的实验结果. 从图中

可以看出, Criminisi算法的修复结果由于错误的纹

理延伸, 在栏杆的上方多出了一节栏杆(如图 5(c)

中圆圈中标识), 这明显与实际情况不符, 而本文

方法修复时虽然将原遮挡的栏杆虚化了, 但是与

前者相比, 视觉效果更好. 但若将本文算法应用于

复杂背景中移除大尺寸对象, 尤其是待处理对象

不具有低秩性质的时候, 则修复难度较大.  

4 结语 

本文提出一种基于低秩表示的图像修复算法

(LRRII), 仅利用图像中完好部分的信息, 构建字

典并由低秩表示获取得到图像的全局信息, 同时

还在每一步迭代中强制校正了修复过程中被破坏

的数据, 增强了图像修复的效果. 针对二维图像修

复设计了相关的实验, 将带破损的图像采用低秩

表示的方法, 根据原始图像剩余的信息特征由外

而内补全破损区域, 最后将补全后的图像与原图

进行比较, 结果证明该方法在结构简单图修复、破

损老照片修复、去除叠加文字以及大块物体移除等
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方面都具有良好的性能, 实验也验证了本文所提

出方法在二维图像修复方面的有效性. 本文实验

修复的图像中, 破损区域是通过交互方式确定, 但

如何做到破损区域的自动检测, 是我们下一步研

究计划的重点.  
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Image inpainting method based on low-rank representation 

LIU Hui-qing, ZHAO Jie-yu*, CHANG Jun-sheng 
( Faculty of Electrical Engineering and Computer Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The acquired images in reality may be incomplete or have some damages for one reason or other. The 
loss of information in these images makes these images less valuable or completely useless. To tackle these 
issues, an image inpainting method based on low rank representation is proposed. Image inpainting is 
implemented by extracting the global features through the image low-rank representation using the sparse theory. 
Several experiments are conducted on some images damaged by word, scratches and shade, which validate the 
efficiency of the proposed method.  
Key words: low-rank representation; sparse representation; image inpainting; mandatory revising 
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